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Abstrak—Binary Indexed Tree (BIT) atau Fenwick Tree adalah
struktur data yang dapat mengupdate elemen dari tabel frekuensi
kumulatif dengan efisien. Struktur data ini pertama Kkali
dikenalkan oleh Peter M. Fenwick pada 1994. Struktur data ini
dapat digunakan dalam permasalahan yang memerlukan banyak
query, baik itu update nilai maupun melihat nilai di index
tertentu. BIT mengoptimasi akses elemen dengan kompleksitas
O(n) menjadi O(log n) seperti pada struktur data Segmented Tree
yang implementasinya lebih sulit. Paper ini menampilkan tiga
bentuk BIT dalam mengatasi query yaitu Point Update and
Range Query, Range Update and Point Query, dan Range Update
and Range Query untuk mengoptimasi permasalah query yang
banyak dalam Computer Science.
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|. PENDAHULUAN

Kita biasanya memerlukan tipe data tertentu untuk
mempercepat kompleksitas waktu algoritma kita. Salah satu
tipe data tersebut adalah Binary Indexed Tree atau disingkat
BIT. BIT mempercepat algoritma yang menangani tabel
frekuensi kumulatif yang biasanya kita tampung dalam array
prefix sum. Dengan prefix sum, kita dapat mengupdate nilai
dari suatu elemen ke-k dengan cara iterasi semua elemen
frekuensi kumulatif ke-1 sampai ke-k dan update masing-
masing nilainya. Jika update nilai sangat sering dilakukan,
tentu hal ini tidak efisien karena satu kali update memerlukan
iterasi O(n). BIT dapat melakukan hal serupa hanya dengan
iterasi sebanyak O(log n).

Il. PREFIX SUM, FENWICK TREE

A. PREFIX SUM

Misal diberikan persoalan sebagai berikut.

Diberikan elemen sebanyak n buah dan query sebanyak g
buah. Setiap query dapat berupa dua hal yaitu outputkan berapa
hasil penjumlahan elemen dari index ke-a sampai index ke-b,
dan update nilai dari elemen ke-k.

Permasalahan ini bisa kita selesaikan dengan BruteForce
menggunakan array biasa. Jika diberikan query update, ubah
nilai elemen ke-1 sampai ke-k sesuai yang diinginkan. Jika
diberikan query penjumlahan, lakukan iterasi dari index ke-a
sampai ke-b lalu jumlahkan semua elemennya. Kedua query
dapat dilakukan dengan iterasi masing-masing O(n). Namun,
hal ini dapat dioptimasi dengan mengubah array kita menjadi

Makalah 1F2211 Strategi Algoritma — Sem. Il Tahun 2017/2018

array prefix sum. Yaitu array P yang berisi penjumlahan
elemen-elemen sebelumnya pada array A.
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Figure 1. Prefix Sum Illustration

Dengan struktur seperti ini, kita perlu melakukan
precompute array di awal. Tetapi kita tidak memerlukan iterasi
saat akan melakukan query penjumlahan. Untuk mendapatkan
penjumlahan elemen ke-a sampai elemen ke-b, kita hanya
perlu melakukan operasi P[b] — P[a-1] untuk mendapatkan
jumlah Ala] + A[a+1] + A[a+2] + ... + A[b]. Sehingga untuk
update elemen memerlukan O(n) dan untuk menjumlah
elemen-elemen hanya memerlukan O(1) dengan precompute
di awal dan setiap kali melakukan update sebesar O(n).

B. FENWICK TREE

Permasalahan update nilai dan menjumlahkan elemen-
elemen ini dapat dikembangkan, bisa saja update nya berupa
update elemen ke-a sampai ke-b (range update bukan point
update). Bisa juga penjumlahannya hanya di satu elemen saja
(point query bukan range query) Sehingga ada banyak variasi
masalah yaitu point update, range update, point query, dan
range query.

Prefix sum biasa tidak akan efektif untuk menangani variasi
update dan query ini. Sehingga kita membutuhkan struktur data
yang lebih cepat. Ada dua alternatif, yaitu Segmented Tree dan
Fenwick Tree atau biasa disebut BIT. Namun Kali ini kita
hanya akan membahas Fenwick Tree.

Secara umum, fenwick tree berbentuk sebagai berikut.

Figure 2. Fenwick Tree



Untuk mempermudah, fenwick tree atau BIT dapat
digambar sebagai berikut.
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Figure 3. Fenwick Tree

Dari ilustrasi diatas dapat dibaca sebagai berikut :

Node-1 menyimpan informasi dirinya sendiri.

Node-2 menyimpan informasi dirinya dan node-1.

Node-3 menyimpan informasi dirinya sendiri.

Node-6 menyimpan informasi dirinya dan node-5.

Node-16 menyimpan informasi node-1 sampai node-16.

Dst.

Sehingga, ketika kita akan mengetahui penjumlahan elemen
ke-9 sampai elemen ke-14 kita hanya perlu mengakses node-14
dan node-12.

Sekilas, BIT mirip seperti prefix sum namun indeks yang
disimpannya bukan dari indeks elemen pertama.

Prefix sum mengikuti aturan :
- P[X] = penjumlahan dari A[1] sampai A[X].

Sedangkan BIT mengikuti aturan :

- BIT[X] = penjumlahan dari A[x-k+1] sampai A[X]
- dengan k =x&(-x) dalam aljabar boolean.

- S[k] =BIT[K] + S[k - k & (-k)]

- Dengan S=penjumlahan elemen ke-1 sampai ke-k

x=1,k=1, BIT[1] = A[1]

x =2 k=2, BIT[2] = A[1] + A[2]

x =3, k=1, BIT[3] = A[3]

x =4, k=4, BIT[4] = A[1] + A[2] + A[3] + A[4]
x =5, k=1, BIT[5] = A[5]

x =6, k=2, BIT[6] = A[5] + A[6]

x=7, k=1, BIT[7] = A[7]

x=8,k=8, BIT[8] = A[1] + A[2] + ... + A[8]
S[1] = BIT[1]

S[2] = BIT[2]

S[3] = BIT[3] + BIT[2]

S[4] = BIT[4]

S[5] = BIT[5] + BIT[4]
S[7] = BIT[7] + BIT[6] + BIT[4]
Dst.

I1l. IMPLEMENTASI

Seperti yang sudah disebutkan diawal. Terdapat tiga
macam BIT yang akan dibahas. Berikut implementasi yang
akan digunakan pada tiga bentuk BIT dengan prerequisite array
BIT sudah dibuat dengan aturan-aturan diatas.
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void pointUpdate (int idx,int val){
for(int i=idx;i>=MAX;i+=(i&(-1))){
BIT[i]+=val;
}
}
int pointQuery (int x){
int ans=0;
for(int i=x;i>=1;1i
ans+=BIT[i];

-=(i&(-1))){
}

return ans;
}
int rangeQuery (int a,int b){
return pointQuery(b) - pointQuery(a-1);
}
void rangeUpdate(int a, int b, int wval) {
pointUpdate (a,val) ;
pointUpdate (b+1, =-val);

1. Point Update dan Range Query

Update hanya pada satu elemen dan query penjumlahan
dari elemen ke-a sampai elemen ke-b setiap query nya.
Gunakan dua fungsi rangeQuery dan pointUpdate saja. Dengan
prerequisite array BIT sudah dibuat.

2. Range Update dan Point Query

Update berupa range dari elemen ke-a sampai elemen ke-b.
Sedangkan query/info penjumlahan hanya pada satu elemen.
Gunakan dua fungsi rangeUpdate dan pointQuery. Perhatikan
prosedur rangeUpdate memanggil dua prosedur pointUpdate.
pointUpdate pertama digunakan untuk menjumlahkan elemen
ke-a sampai ke-n dengan nilai sebesar val. Sedangkan
pointUpdate yang kedua digunakan untuk meniadakan efek
update yang pertama pada elemen ke-(b+1) sampai elemen ke-
n dengan cara menjumlahkan nilai sebesar -val (negatif val) ke
setiap elemennya.

3. Range Update dan Range Query

Biasanya, range update dan range query diimplementasikan
menggunakan Segmented Tree, namun sebenarnya kita juga
bisa mengimplementasikannya menggunakan Binary Indexed
Tree. Untuk melakukannya kita memerlukan array BIT
tambahan untuk menyimpan informasi tambahan nilai pada
range tertentu.

Misalkan kita melakukan rangeUpdate(a,b,v). Saat kita
melakukan query(q), akan ada tiga kemungkinan tambahan
nilai yang harus ditambahkan ke hasil query(q) :

a. 1l<=g<a:0

b. a<=qg<=b:v*p-(a-1))

c. b<g<=n:v*b-(a-1))

Sehingga, untuk mendapatkan nilai query(q) kita perlu
mengalikannya dengan nilai yang ditambahkan lalu
mengurangkan nilai x dari hasilnya : g*query(q,q) — X.
Dengan X :

a. X=0; 1<=q<a.

b. X=v*(a-1);a<=q<=h.

c. X=-(v*b) + (v*(a-1)) ;b<qg<=n.



Oleh karena itu kita harus mengubah fungsi Update menjadi
sebagai berikut.

void range update(int i, int j, 11)({
update (BIT1, i, v);

update (BIT1, j + 1, -v);
update (BIT2, i, v * (i - 1));
update (BIT2, j + 1, -v * J);

IV. APPLICATION

BIT banyak digunakan untuk optimasi pada permasalahan
yang menggunakan banyak query dalam waktu yang
berdekatan. Biasanya digunakan untuk algoritma-algoritma
yang butuh optimasi pada struktur datanya. Pada awalnya
Fenwick Tree atau BIT ini diciptakan  untuk
mengimplementasikan Arithmetic Coding Algorithm, yaitu
salah satu algoritma kompresi seperti Huffman.

V. CONCLUSION

BIT dapat berjalan dengan kompleksitas waktu O(log n)
untuk query, dan O(log n) pula untuk update. Sehingga struktur
data ini dapat melakukan optimasi yang sangat besar pada
permasalahan-permasalahan yang menggunakan query-query
untuk update.
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