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Abstrak—Job assignment problem adalah permasalahan 

dimana kita diberikan n buah pekerja dan n buah pekerjaan 

dimana setiap pekerja memiliki biaya untuk mengerjakan sebuah 

pekerjaan. Untuk mencari biaya minimal yang dibutuhkan apabila 

seorang pekerja hanya dapat mengambil 1 pekerjaan dan sebuah 

pekerjaan hanya bisa di pilih oleh satu pekerja dapat dicari secara 

optimal dengan mengubah masalah menjadi permasalahan flow 

network dan menyelesaikannnya dengan algoritma flow dan graf 

yang lebih optimal. 

 

Kata Kunci—Assignment Problem, Flow Network, Maximum 

Flow, Shortest Path. 

 

I.   PENDAHULUAN 

Job assignment problem adalah permasalahan dimana kita 

diberikan N buah pekerja dan N buah pekerjaan dan Setiap 

pekerja memiliki biaya untuk mengerjakan sebuah pekerjaan. 

Kita diminta untuk menentukan biaya minimum yang 

dibutuhkan apabila seorang pekerja hanya dapat mengambil 1 

pekerjaan dan sebuah pekerjaan hanya bisa di pilih oleh satu 

pekerja. 

 

 

Gambar 1.1 Contoh Job Assignment Problem 

Sumber : geeksforgeeks.org 

Penyelesaian masalah tersebut dapat diselesaikan dengan 

melakukan bruteforce dengan mencoba seluruh kemungkinan 

pekerja dipasangkan dengan sebuah pekerjaan yang akan 

dikerjakan. Metode bruteforce akan memiliki kompleksitas 

waktu 𝑂(𝑛!) dengan melakukan permutasi dari array yang 

berisi elemen 1 sampai N dengan nilai array menyatakan 

pekerjaan dan index menyatakan pekerja yang mengambil 

pekerjaan pada index tersebut. Terdapat solusi yang lebih 

efisien dengan cara mengubah permasalahan Job Assignment 

menjadi permasalahan Minimum Cost Flow yang dapat 

diselesaikan dengan kompleksitas waktu 𝑂(𝑛3). 

II.  TEORI DASAR 

A. Graf 

Graf adalah struktur data yang digunakan untuk 

merepresentasikan objek-objek diskrit beserta hubungan antara 

objek-objek tersebut. Graf umumnya terdiri atas 2 komponen 

yaitu : 

1. Simpul/Node/Vertex 

Simpul biasanya direpresentasikan menggunakan titik 

yang menyatakan sebuah objek diskrit. 

2. Sisi/Edge 

Sisi biasanya direpresentasikan menggunakan garis 

yang menyatakan hubungan antara 2 buah objek. 

B. Jenis-Jenis Graf 

Terdapat banyak jenis graf, beberapa jenis graf yang dipakai 

pada makalah ini adalah : 

1. Graf tak Berarah 

Graf tak berarah adalah graf dimana edge 

merepresentasikan hubungan antara 2 buah node dan 

tidak memperhatikan arah, sehingga apabila ada edge 

dari A ke B maka juga ada edge dari B ke A.  

 

Gambar 2.1 Contoh Graf tak Berarah 

Sumber : cses.fi/book/book.pdf 

2. Graf Berarah 

Graf berarah adalah graf dimana edge 

merepresentasikan hubungan antara 2 buah node dan 

memperhatikan arah, sehingga apabila ada edge dari A 

ke B belum tentu ada edge dari B ke A. 



 

Makalah IF2120 Matematika Diskrit – Sem. I Tahun 2022/2023 

 

 

Gambar 2.2 Contoh Graf Berarah 

Sumber : cses.fi/book/book.pdf 

3. Graf Berbobot 

Graf berbobot adalah graf yang edgenya memiliki 

sebuah nilai yang memiliki arti, contoh: bobot 

menunjukkan jarak antara 2 buah node. Graf berbobot 

dapat memiliki arah atau tidak memiliki arah. 

 

Gambar 2.3 Contoh Graf Berbobot 

Sumber : cses.fi/book/book.pdf 

4. Graf tak Berbobot 

Graf tak berbobot adalah graf yang seluruh edgenya 

hanya memiliki bobot 1. 

5. Graf Bipartit 

Sebuah graf dapat dikatakan sebagai graf bipartite 

apabila ada cara untuk mewarnai node pada graf 

dengan 2 buah warna dan tidak ada 2 buah node yang 

bertetanggaan memiliki warna yang sama. 

 

Gambar 2.4 Contoh Graf Bipartit 

Sumber : cses.fi/book/book.pdf 

 

 

Gambar 2.5 Contoh Graf Bipartit 

Sumber : slide materi kuliah 

 

C. Shortest Path 

Shortest path merupakan sebuah permasalahan pada graf 

berbobot dan berarah dimana kita diminta untuk mencari jarak 

terpendek antara 2 buah node. 

 

Gambar 2.6 Contoh Permasalahan Shortest Path, nilai 

berwarna merah pada node menunjukkan jarak minimum dari 

node 1, panah berwarna merah adalah contoh jalan terpendek 

dari node 1 ke node 5 

Sumber : cses.fi/book/book.pdf 

Terdapat banyak algoritma untuk mencari shortest path 

seperti Floyd-Warshall algorithm, Dijkstra algorithm, pada 

makalah ini penulis akan memakai Bellman-Ford algorithm 

khususnya variasi Bellman-Ford algorithm yaitu Shortest Path 

Faster Algorithm (SPFA). Algoritma SPFA dapat digunakan 

untuk mencari jarak terpendek dimulai dari sebuah node ke 

seluruh node lain (biasa disebut sebagai Single Source Shortest 

Path (SSSP)). Cara kerja algoritma SPFA adalah dengan 

menyiapkan sebuah antrian node yang akan diproses untuk 

dicari jarak terpendek yang baru dan akan dilakukan berulang-

ulang sampai antrian kosong. Kompleksitas waktu algoritma 

SPFA adalah O(nm) dimana n menyatakan banyak node, dan m 

menyatakan banyak edge. 
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D. Flow Network 

Flow network adalah variasi dari graf berbobot dimana nilai 

pada edge merepresentasikan nilai kapasitas aliran yang dapat 

mengalir.  

 

Gambar 2.7 Contoh Flow Network 

Sumber : Youtube William Fiset 

Beberapa istilah pada flow network yang sering dipakai pada 

flow network :  

1. Kapasitas 

Kapasitas adalah nilai pada edge yang menyatakan 

berapa banyak aliran yang dapat alirkan pada sebuah 

edge. 

2. Source dan Sink 

Source adalah node awal pada flow network yang akan 

memberikan aliran. Sink adalah node akhir pada flow 

network yang akan menerima aliran. 

3. Graf Residu 

Graf residu adalah graf pada flow network yang sudah 

di modifikasi dengan kapasitas pada edgenya sudah 

dikurangi dengan aliran yang sudah mengalir sehingga 

memudahkan dalam perhitungan kapasitas yang 

tersisa. 

4. Augmenting Path 

Augmenting path adalah sebuah jalur pada graf residu 

yang dimulai dari source dan berakhir pada sink 

dengan memakai edge yang memiliki sisa kapasitas 

lebih dari 0.  

 

Gambar 2.8 Contoh Flow Network dengan Augmenting Path 

Sumber : Youtube William Fiset 

5. Bottleneck Value 

Bottleneck value adalah nilai edge terkecil pada 

augmenting path pada contoh augmenting path diatas 

bottleneck valuenya adalah 6. 

6. Edge residu 

Edge residu adalah edge dengan arah terbalik yang 

dipasang setelah mengisi aliran pada augmenting path. 

Edge residu berfungsi untuk meng-undo aliran yang 

tidak optimal. 

 

Gambar 2.9 Contoh Edge Residu pada Flow Network, edge 

residu direpresentasikan dengan garis putus-putus 

Sumber : Youtube William Fiset 

III.   IMPLEMENTASI SOLUSI JOB ASSIGNMENT PROBLEM 

A. Solusi Bruteforce 

Salah satu cara untuk menyelesaikan permasalahan job 

assignment adalah dengan mencoba seluruh kemungkinan cara 

seorang pekerja memilih pekerjaan dan mengambil nilai 

minimalnya. 

 

Gambar 3.1 Implementasi Solusi Bruteforce dalam C++ 

Sumber : Dokumentasi Pribadi 

Solusi bruteforce memiliki kompleksitas waktu O(n!) 

dikarenakan mencoba seluruh permutasi sehingga 

membutuhkan waktu yang sangat banyak sehingga kita perlu 

mencari solusi yang lebih optimal tanpa mencoba seluruh 

kemungkinan. 

B. Solusi Minimum Cost Flow 

Solusi lain untuk menyelesaikan permasalahan job 

assignment adalah dengan mengubah masalah menjadi 

permasalahan graf yang nantinya dapat diselesaikan dengan 

algoritma Minimum Cost Maximum Flow (MCMF).  
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Gambar 3.2 Contoh Matrix Permasalahan Job Assignment 

Sumber : geeksforgeeks.org 

Graf flow network permasalahan job assignment dapat dibuat 

dengan langkah-langkah seperti berikut : 

1. Buat graf bipartit dengan node seperti contoh pada 

gambar 2.5 dengan node di kiri adalah node pekerja 

dan node di kanan adalah node pekerjaan. 

2. Berikan edge dari node kiri ke seluruh node kanan 

dengan kapasitas flow 1 dan biaya sesuai dengan 

matrix biaya seorang pekerja melakukan sebuah 

pekerjaan. 

3. Buat node source di sebelah kiri node pekerja dan 

berikan edge dari source ke seluruh node pekerja 

dengan kapasitas flow 1 dan biaya 0. 

4. Buat node sink di sebelah kanan node pekerjaan dan 

berikan edge dari seluruh node perkerjaan ke sink 

dengan kapasitas flow 1 dan biaya 0. 

 

Gambar 3.3 Flow Network untuk Matrix Contoh 

Sumber : Dokumentasi Pribadi 

Setelah flow network dibuat kita dalam menjalankan 

algoritma Minimum Cost Maximum Flow untuk mencari total 

biaya minimum. 

 

Gambar 3.3 Implementasi Solusi Minimum Cost Flow 

dalam C++ bagian 1, Inisialisasi Variabel 

Sumber : Dokumentasi Pribadi 

Sebelum menjalankan algoritma ada beberapa variabel 

yang perlu di inisialisasi seperti variabel yang menampung 

jarak, antrian node untuk di proses, flow, dan matrix biaya 

 

Gambar 3.4 Implementasi Solusi Minimum Cost Flow 

dalam C++ bagian 2, Implementasi Fungsi dan Prosedur 

Sumber : Dokumentasi Pribadi 

Ada juga beberapa fungsi dan prosedur yang perlu di 

implementasikan seperti fungsi me-reset state, memasukkan 

node ke dalam queue, mengeluarkan node dari queue. 

 

Gambar 3.5 Implementasi Solusi Minimum Cost Flow 

dalam C++ bagian 3, Algoritma Shortest Path 

Sumber : Dokumentasi Pribadi 

Setelah seluruh variabel, fungsi dan prosedur di siapkan 

Langkah pertama dalam algoritma adalah mencari augmenting 

path dengan algoritma SPFA. 
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Gambar 3.6 Implementasi Solusi Minimum Cost Flow 

dalam C++ bagian 4, Menentukan Path dengan Biaya Terkecil 

Sumber : Dokumentasi Pribadi 

Setelah itu kita perlu mengecek path mana yang memiliki 

biaya terkecil dan apakah kita menemukan path baru, jika tidak 

menemukan path baru maka algoritma selesai. 

 

Gambar 3.7 Implementasi Solusi Minimum Cost Flow 

dalam C++ bagian 5, Membuat Graf Residu 

Sumber : Dokumentasi Pribadi 

Setelah kita mencari path dengan biaya terkecil kita akan 

memperbarui graf residu dan edge residu dengan memberikan 

aliran dan menyiapkan edge residu dengan arah terbalik untuk 

meng-undo aliran yang tidak optimal. 

 

Gambar 3.8 Implementasi Solusi Minimum Cost Flow 

dalam C++ bagian 6, Output 

Sumber : Dokumentasi Pribadi 

Setelah seluruh langkah dijalankan kita akan mendapatkan 

total biaya yang paling minimum beserta cara pemilihan 

pekerjaan. Langkah-langkah yang dilakukan diatas dapat 

dipastikan akan memberikan solusi dengan total biaya yang 

minimum karena algoritma akan terus mengulang pencarian 

shortest path sampai tidak lagi menemukan augmenting path 

yang lebih kecil. Algoritma yang digunakan juga memastikan 

setiap pekerja hanya memilih 1 pekerjaan dan sebuah pekerjaan 

hanya akan dipilih oleh 1 pekerja karena kita perlu 

memaksimalkan flow terlebih dahulu dan flow yang maksimal 

adalah sebanyak n (jumlah pekerja dan pekerjaan) dengan 

source memberikan flow sebesar 1 ke n buah pekerja dan n buah 

pekerjaan akan memberikan flow sebesar 1 ke sink. 

 
Gambar 3.9 Hasil Program pada Matrix Contoh 

Sumber : Dokumentasi Pribadi 

 
Gambar 3.10 Hasil Program pada Matrix Acak 9x9 

Sumber : Dokumentasi Pribadi 

IV.   KESIMPULAN 

Solusi sebuah permasalahan yang optimal bisa saja bukan 

memakai pendekatan yang terlihat dengan jelas. Seperti pada 

permasalahan job assignment solusi yang terlihat jelas adalah 

solusi bruteforce yang memiliki kompleksitas waktu yang 

sangat buruk. Terdapat solusi permasalahan job assignment 

yang optimal tetapi tidak terlihat dengan jelas yaitu dengan 

mengubah permasalahan menjadi masalah graf dan dapat 

diselesaikan dengan algoritma graf yang sudah ditemukan 

algoritma yang optimal. 
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