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Abstract—Pada makalah ini akan dipaparkan bagaimana 

hubungan teori graf, khususnya pewarnaan, berperan 

penting untuk menjaga keamanan lalu lintas udara dengan 

mengontrol bagaimana lajur dari setiap kendaraan udara. 
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I.   PENDAHULUAN 

Dalam suatu kondisi, seseorang dituntut untuk memiliki 

mobilitas tinggi dikarenakan urusan pribadi maupun 

pekerjaan. Untuk hal tersebut, transportasi berkembang 

semakin canggih dari waktu ke waktu. Transportasi darat 

telah mengembangkan sarana kereta dan prasarana rel baja 

untuk mempercepat perpindahan tempat dalam satu pulau 

ataupun benua. Sedangkan untuk transportasi antar pulau 

dikembangkanlah kapal laut dan pesawat. 

Ditinjau dari biaya perjalanan, kapal laut cenderung 

lebih murah dibandingkan pesawat, tetapi jika faktor utama 

yang dipertimbangkan adalah waktu perjalanan maka 

pesawat adalah opsi terbaik. Kepadatan transportasi di 

darat juga merupakan salah satu alasan bepergian dengan 

pesawat. 

 

 
Gambar 1.1 Statistik perjalanan udara di Indonesia [4] 

 

Banyaknya tuntutan perjalanan udara membuat jumlah 

bandara dan pesawat meningkat. Bandara dengan lalu 

lintas yang padat tentunya memperbesar lahan untuk 

tempat pemberhentian pesawat dan jika memungkinkan 

menambah lintasan untuk pendaratan dan take off. 

Kapasitas pesawat juga telah diperbesar sehingga dalam 

satu perjalanan dapat memfasilitasi jumlah orang yang 

lebih banyak. 

Akan tetapi, permasalahan lalu lintas udara muncul 

dikarenakan banyaknya pesawat yang beroperasi di udara 

dalam satu waktu dan suatu area tertentu. Untuk mencegah 

adanya kejadian yang tidak diinginkan, seperti tabrakan 

antar pesawat atau gangguan perjalanan lainnya, jalur 

setiap pesawat khusunya ketinggian terbangnya perlu 

diatur. Tinggi yang terjangkau oleh setiap pesawat terbatas, 

sehingga akan lebih baik jika beda ketinggian terbang 

diperkecil jumlahnya. Untuk menyelesaikan hal ini, maka 

akan diterapkan teori pewarnaan graf. 

 

II. TEORI DASAR 

A. Graf 

 

 
Gambar 2.1 Jembatan Konigsberg [2] 

 

Teori graf pertama kali diperkenalkan oleh Leonhard 

Euler, seorang matematikawan berkebangsaan Swiss pada 

abad 18. Pada tahun 1736, Euler menuliskan upaya 

pemecahan masalah Jembatan Konigsberg yang terkenal di 
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Eropa. Masalah Jembatan Konigsberg adalah mungkin 

tidaknya melewati setiap jembatan yang ada di kota 

tersebut tepat satu kali dan kembali lagi ke tempat semula. 

Maka Euler memodelkannya dengan graf, simpul 

menyatakan daratan dan sisi menyatakan jembatan. 

Graf adalah struktur yang mempresentasikan suatu 

informasi diskrit yang dinyatakan dalam simpul dan 

hubungan antar simpul yang disebut dengan sisi. 

Himpunan simpul pada graf tidak bisa kosong, sedangkan 

himpunan sisinya bisa saja kosong (untuk menyatakan 

bahwa setiap simpul tidak memiliki keterkaitan). Graf 

memiliki beberapa jenis tergantung pada simpul dan 

sisinya 

Jenis graf bisa dikelompokkan menjadi dua. Pertama, 

jenis graf yang ditinjau dari ada tidaknya gelang atau sisi 

ganda. Graf sederhana tidak memiliki gelang maupun sisi 

ganda, sedangkan graf tidak sederhana memilikinya. 

 
Gambar 2.2 {G1} graf sederhana, {G2,G3} graf tidak 

sederhana [2] 

 

Kedua, jenis graf yang ditinjau dari orientasi arah sisinya. 

Graf tak berarah mempunyai sisi yang memiliki orientasi 

arah sehingga sisinya merupakan anggota kombinasi 2 

simpul. Sedangkan graf berarah, setiap sisinya memiliki 

orientasi arah sehingga sisinya merupakan anggota 

himpunan permutasi 2 simpul. 

 

 
Gambar 2.3 graf berarah [2] 

 

Graf memiliki istilah khusus untuk menyatakan hubungan 

khusus antara 2 elemen atau lebih. Berikut adalah 

terminologi yang dikenal dalam graf, 

 

 Ketetanggaan; Dua buah simpul dikatakan bertetangga 

bila keduanya terhubung langsung. 

 

 Bersisian; Suatu sisi (a,b) bersisian dengan simpul a 

dan b 

 

 Simpul terpencil; simpul yang tidak memiliki sisi 

bersisian 

 

 Graf kosong; graf yang himpunan sisinya merupakan 

himpunan kosong 

 

 
Gambar 2.4 [2] 

 

 Derajat; derajat suatu simpul adalah jumlah sisi yang 

bersisian dengan simpul tersebut 

 

 Lintasan; lintasan adalah berselang-seling simpul-

simpul dan sisi-sisi yang diawali juga diakhiri dengan 

simpul 

 

 Sirkuit; lintasan yang berawal dan berakhir pada simpul 

yang sama 

 

 Terhubung; 2 buah simpul a dan b dikatakan terhubung 

jika terdapat lintasan yang diawali dengan a dan 

diakhiri dengan b 

 

 Upagraf; graf G1 bisa dikatakan upagraf dari graf G 

jika himpunan simpul G1 merupakan himpunan bagian 

dari himpunan simpul G dan himpunan sisi G1 

merupakan himpunan bagian dari himpunan sisi G 

 

 
Gambar 2.5 [2] 

 

 Upagraf rentang; graf G1 bisa dikatakan upagraf 

rentang dari G, jika G1 merupakan upagraf dengan 

himpunan simpul G1 sama dengan himpunan simpul G 

 

 Cut-Set; cut-set dari graf terhubung G adalah himpunan 

sisi yang bila dibuang dari G menyebabkan G tidak 

terhubung 

 

 Graf berbobot; graf yang setiap sisinya memiliki nilai 
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Gambar 2.6 [2] 

 

 Graf lengkap; graf sederhana yang setiap simpulnya 

memiliki sisi ke semua simpul lainnya 

 

 Graf lingkaran; graf sederhana yang setiap simpulnya 

berderajat dua 

 

 Graf teratur; graf yang setiap simpulnya memiliki 

derajat yang sama. 

 

B. Pesawat 

 

 
Gambar 2.4 [3] 

 

Pesawat terbang atau pesawat udara adalah mesin atau 

kendaraan apapun yang mampu terbang di atmosfer atau 

udara [3]. Pesawat terbang ditemukan oleh Wright 

Bersaudara (Orville Wright dan Wilbur Wright) pada tahun 

1903 di Amerika Serikat. Transportasi udara sebelumnya 

menggunakan balon udara panas yang dikembangkan oleh 

Ferdinand von Zeppelin. Meskipun balon udara dapat 

mengangkut manusia dan barang, perbedaan kecepatan 

dengan pesawat cukup signifikan. Pesawat sendiri 

memiliki beberapa jenis yang dikategorikan berdasarkan 

desain, propulsi dan kegunaan. 

 

III.   KONSTRUKSI GRAF DAN PEWARNAAN 

 

 
Gambar 3 Keadaan setiap pesawat pada tanggal 8 

Desember 2016 4:08 Sore [5] 

 

Untuk setiap permasalahan yang akan diselesaikan 

menggunakan teori graf, sebelumnya perlu didefinisikan 

terlebih dahulu simpul dan sisinya. Permasalahan yang ada 

adalah jalur penerbangan yang bersilangan dalam suatu 

area dan waktu tertentu. Untuk mempermudah penjelasan 

maka akan diberikan contoh kasus dalam bentuk graf yang 

simpulnya menyatakan bandara dan sisinya adalah adanya 

penerbangan antar 2 bandara. 

 

Gambar 3.1 

 

Contoh yang diberikan tidak mempresentasikan 

persoalan nyata, agar didapatkan contoh yang sederhana 

terlebih dahulu. Terdapat 6 bandara dengan lokasi dan jalur 

penerbangan seperti pada gambar 3.1. Terlihat bahwa 

terdapat 3 titik persilangan berbeda yang melibatkan 4 jalur 

penerbangan. 

Untuk 1 titik persilangan, jalur yang berada di titik 

tersebut tidak bisa memiliki ketinggian yang sama. Dalam 

pewarnaan graf, karakteristik yang berbeda adalah warna 2 

simpul yang memiliki sisi yang sama. Maka dapat 

simpulkan bahwa graf yang cocok dengan persoalan lalu 

lintas udara adalah simpul yang menyatakan suatu jalur 

penerbangan. Sedangkan sisinya menyatakan adanya 

persilangan di jalur 2 simpul tersebut. 
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Gambar 3.2 

 

Akan didapatkan graf seperti pada gambar 3.2. 

Penjelasan setiap simpul pada graf ini mengacu pada graf 

gambar 3.1. Simpul a adalah penerbangan sisi (1,3), simpul 

b adalah penerbangan sisi (1,5), simpul c adalah 

penerbangan sisi (2,5) , simpul d adalah penerbangan sisi 

(2,6), dan simpul e adalah penerbangan sisi (3,4). 

Graf dengan defnisi yang sesuai telah didapatkan dan 

akan diwarnai simpulnya sehingga 2 simpul yang 

bertetangga tidak memiliki warna yang sama. Andaikan 

warna pertama yang dipilih adalah warna merah. Simpul a 

diwarnai dengan merah, maka simpul b dan c juga dapat 

diwarna dengan merah. Simpul yang belum diwarnai 

adalah simpul d dan e, keduanya tidak bertetangga maka 

dapat diwarnai dengan warna yang sama, misalkan biru. 

Jadi bilangan kromatik graf 3.2 adalah 2. 

Gambar 3.3 

 

Contoh pertama telah selesai dengan hasil dibutuhkan 2 

ketinggian yang berbeda untuk pesawat-pesawat pada 

contoh tersebut. Graf yang digunakan untuk memodelkan 

jalur pada gambar 3.1 adalah graf sederhana tak berarah. 

Pada kenyataanya jalur pesawat memiliki arah tertentu, 

berangkat dari suatu simpul bandara menuju simpul 

bandara lainnya. Ini tidak masalah karena tidak mengubah 

jumlah persilangan pada graf tersebut. 

Pengembangan dari persoalan yang perlu diperhatikan 

pertama adalah banyaknya simpul bandara dalam graf. Jika 

terdapat n bandara dan setiap 2 bandara memiliki rute 

perjalanannya sendiri, maka pada graf jalur persimpangan 

pesawat, seperti pada gambar 3.2, simpul yang dihasilkan 

akan sebanyak jumlah kombinasi 2 dari n. 

 

𝐶(𝑛, 2)  =  
𝑛!

2! (𝑛 − 2)!
 

 

𝑎! = 𝑎 𝑥 (𝑎 − 1) 𝑥 … 𝑥 1 

 

Pengembangan persoalan selanjutnya berkaitan dengan 

adanya kemungkinan antar 2 bandara yang memiliki lebih 

dari 1 jalur. Jalur satu dengan jalur lainnya dapat berada 

pada garis lurus yang sama sehingga kasus yang seperti ini 

juga dikategorikan sebagai bersilangan. Jalur lain yang 

bersilangan dengan jalur seperti ini dihitung bersilangan 

dengan 2 jalur. 

 
Gambar 3.4 

 

Mengacu pada gambar 3.4, misalkan terdapat 2 

penerbangan antara simpul bandara 7 dan 8. Pesawat 

pertama berangkat dari simpul 7 menuju 8, sedangkan 

pesawat kedua berangkat dari simpul 8 menuju 7, atau 

sebaliknya. Maka pesawat yang berangkat dari jalur 9 

,menuju suatu bandara dengan memotong jalur antara 

simpul 7 dan 8, akan bersilangan dengan sisi (7,8) dan juga 

sisi (8,7). Pada ilustrasi hanya teridentifikasi 1 persilangan, 

tetapi berdasarkan definisi persoalan terdapat 3 

persilangan. 

 

V.   KESIMPULAN 

Keadaan setiap pesawat setiap waktunya di setiap 

wilayah dapat dimodelkan dalam suatu bentuk graf. 

Pertama, graf yang mepresentasikan simpul sebagai 

bandara dan sisi sebagai jalur pesawat. Ini berguna untuk 

pendataan awal dan penentuan bentuk graf selanjutnya. 

Graf kedua mepresentasikan simpul sebagai jalur pesawat 

dan sisi sebagai adanya persilangan pada kedua jalur yang 

dihubungkan. Kemudian pewarnaan dilakukan untuk 

menentukan ketinggian setiap pesawat. 

Kontrol setiap pesawat dalam lalu lintas udara adalah hal 

yang sangat penting agar tidak terjadi hal-hal yang tak 

diinginkan. Pembuatan kontrol ini terbantu dengan adanya 

konsep pewarnaan graf. 
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