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Abstrak​ —GSM (​Global System for Mobile Communication​ )      

adalah teknologi seluler digital yang digunakan untuk       
mengirim dan menerima data dari suatu piranti bergerak        
(​mobile ​device​ ). Konsep dari teknologi ini berasal dari sistem         
radio berbasis sel yang dikembangkan di Bell Laboratories        
pada tahun 1970. Saat ini, jaringan GSM merupakan salah         
satu jaringan yang paling banyak digunakan, dengan       
perkiraam sekitar tujuh puluh persen dari pengguna piranti        
bergerak memanfaatkan teknologi ini. Dalam     
penerapannya, teknologi GSM memanfaatkan beberapa     
teori graf. Pada makalah ini, penulis akan mengkaji        
penggunaan teori-teori graf tersebut dalam jaringan GSM. 

 
Kata kunci​ —GSM, graf, ​four color theorem​ , ​vertex       

coloring algorithm. 
 
 

I.   PENDAHULUAN 
Teknologi piranti bergerak berkembang dengan cukup      

pesat dalam beberapa dekade terakhir. Hal tersebut       
mendorong berkembangnya teknologi transmisi data     
seluler, khususnya pada piranti bergerak. GSM dijadikan       
standar global untuk komunikasi seluler sekaligus sebagai       
teknologi transmisi data seluler paling banyak digunakan       
di seluruh dunia. 

 
A. Sejarah GSM 

GSM bermula dari penelitian mengenai sistem radio       
berbasis sel pada Bell Laboratories. Pada pertengahan       
tahun 1991, GSM mulai digunakan dan menjadi       
standar telekomunikasi seluler untuk seluruh Eropa      
oleh ​European Telecomunication Standard Institute     
(ETSI). Perkembangan jumlah pelanggan yang cukup      
pesat membuat penggunaan GSM juga meluas ke       
berbagai belahan dunia. Pada tahun 2015, pelanggan       
GSM telah mencapai 4,7 miliar pelanggan di seluruh        
dunia. 
 

B. Keunggulan GSM 
GSM sebagai system telekomunikasi seluler digital      
mempunyai beberapa keunggulan, di antaranya: 
1. Kapasitas sistem lebih besar. 
2. Sudah menjadi standar internasional, sehingga     

dapat ​roaming​  mancanegara. 
3. Keamanan sistem lebih baik. 

4. Kualitas suara lebih jernih dan peka. 
5. Mudah dalam pergantian piranti. 
6. Dapat mentransmisikan suara dan data internet      

secara bersamaan. 
7. Kecepatan transmisi yang tinggi. 

 
 

II.  LANDASAN TEORI 
A. Graf 

Konsep dari teori graf pertama kali diperkenalkan       
pada tahun 1736 untuk menyelesaikan     
permasalahan Jembatan K​ö​nigsberg. Leonhard    
Euler, seorang matematikawan Swiss, mempelajari     
permasalahann ini dan kemudian berhasil     
membangun suatu solusi yang kemudian     
melahirkan konsep dari Eulerian Graph. Sampai      
saat ini, Euler dianggap sebagai peletak dasar-dasar       
teori graf dan diberi gelar Bapak Teori Graf. 
 

 
Gambar 2.1. Jembatan K​ ö​ nigsberg 

Sumber : wikipedia.org 
 

Graf ​G didefinisikan sebagai pasangan himpunan      
(​V,E​ ) dimana ​V merupakan himpunan tak-kosong      
dari simpul (​vertex​ ) dan ​E merupakan himpunan       
sisi (​edge​ ) yang menghubungkan simpul-simpul     
pada ​V.  
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Gambar 2.2. Simpul dan Sisi pada Graf 

 
B. Terminologi dalam Teori Graf 

 

Gambar 2.3.  Graf 

● Bertetangga 
Dua buah simpul dikatakan bertetangga jika      
ada sebuah sisi yang menghubungkan     
mereka. Pada Gambar 2.3, simpul 1 dan 3        
dikatakan bertetangga, sementara simpul 1     
dan 5 tidak bertetangga. 

● Bersisian 
Sebuah simpul dan sebuah sisi dikatakan      
bersisian jika salah satu ujung dari sisi       
adalah simpul yang dimaksud. Sebagai     
comtoh, pada Gambar 2.3, simpul 1      
bersisian dengan sisi (1,2). 

● Derajat 
Derajat suatu simpul adalah banyaknya sisi      
yang bersisian dengan simpul tersebut,     
dengan kalang dihitung dua kali. Pada      
Gambar 2.3, derajat dari simpul 1 adalah 3. 

● Lintasan 
Lintasan adalah barisan sisi yang     
menghubungkan satu simpul dengan simpul     
lain. 

● Sirkuit 
Pada suatu graf, sirkuit adalah lintasan yang       
bermula dan berakhir pada simpul yang      
sama. 

● Terhubung 
Dua buah simpul dikatakan terhubung jika      
ada lintasan yang menghubungkan    
keduanya. Sebagai contoh, pada Gambar     

2.3, simpul 1 terhubung dengan simpul 5. 
● Himupnan Bebas 

Himpunan bebas (​independent set​ ) adalah     
serangkaiam simpul pada graf sehingga     
tidak ada dua simpul yang bertetangga. Pada       
graf di Gambar 2.3, {0,5} adalah salah satu        
himpunan bebas yang mungkin. 

● Simpul yang Dapat Digandengkan 
Simpul yang dapat digandengkan    
(​adjoinable vertex​ ) dari suatu himpunan     
bebas adalah suatu simpul yang berada di       
luar himpunan bebas tersebut, dan tidak      
bertetangga dengan simpul-simpul pada    
himpunan bebas tersebut. Untuk himpunan     
bebas {5} pada Gambar 2.3, maka simpul 1        
adalah ​adjoinable vertex. 

 
C. Jenis-Jenis Graf 

Jenis-jenis graf yang akan digunakan dalam      
pembahasan topik makalah ini adalah graf      
sederhana, graf planar, dan graf dual. 
● Graf Sederhana 

Graf sederhana adalah graf yang tidak memiliki       
sisi ganda dan kalang. Graf pada Gambar 4        
merupakan graf sederhana. Jika suatu graf      
mempunyai sisi ganda, maka dikatakan graf      
tersebut adalah graf ganda. Jika suatu graf       
mempunyai kalang, maka graf tersebut adalah      
graf semu. 

● Graf Planar 
Suatu graf dikatakan planar jika graf tersebut       
dapat digambarkan pada suatu bidang     
sedemikian sehingga tidak ada sisi yang saling       
berpotongan. Graf pada Gambar 4 merupakan      
contoh dari graf planar. Contoh dari graf tidak        
planar adalah graf Kuratowski. 

● Graf Dual 
Graf Dual (​Dual Graph​ ) dari graf planar G        
adalah graf yang mempunyai sebuah simpul      
untuk setiap muka (​face​ ) pada G. Dual graf        
tersebut mempunyai sisi jika dan hanya jika dua        
muka dari G dipisahkan satu sama lain oleh        
sebuah sisi. Jika muka yang sama terdapat pada        
kedua pihak dari suatu sisi, maka yang       
terbentuk adalah suatu kalang. 

 

Gambar 2.4.  Graf Dual 
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III.   TEOREMA EMPAT WARNA 
Teorema 1​. ​Teorema Empat Warna (Four Color       

Theorem)  
Diberikan suatu pencacahan dari bidang menjadi      
wilayah-wilayah yang berbatasan satu sama lain.      
Dibutuhkan tidak lebih dari empat warna untuk       
mewarnai wilayah-wilayah tersebut sedemikian    
sehingga setiap dua wilayah yang bersisian mempunyai       
warna yang berbeda. Dua wilayah dikatakan bersisian       
jika keduanya memiliki sebuah atau sebagian sisi       
(bukan sudut) yang sama. 
 
Teorema ini bermula dari pemikiran Francis Guthrie       

pada tahun 1852. Ketika Guthrie mencoba untuk memberi        
warna pada peta Inggris, beliau menyadari bahwa empat        
warna cukup untuk mewarnai peta tersebut sehingga tidak        
ada wilayah berbatasan yang mempunyai warna sama.       
Guthrie bertanya kepada saudaranya, Frederick, apakah      
memungkinkan untuk mewarnai sebarang peta dengan      
syarat tersebut menggunakan empat warna saja.      
Permasalahan ini kemudian dipublikasikan oleh Cayley      
pada tahun 1878. 

 

 
Gambar 3.1. Peta Amerika Serikat Menggunakan Empat Warna 

Sumber : ​ people.math.gatech.edu 
 

Versi awal dari ​Four Color Theorem​ , yaitu ​Five Color         
Theorem​ , yang menyatakan bahwa lima warna cukup       
untuk mewarnai sebarang peta, pertama kali dibuktikan       
oleh Heawood pada tahun 1890. Namun, butuh waktu        
lebih dari satu abad untuk dapat membuktikan ​Four Color         
Theorem​ . Pembuktian yang sampai saat ini belum       
terbantahkan dibuktikan oleh Kenneth Appel dan      
Wolfgang Haken pada tahun 1976.  

Pembuktian dari Appel dan Haken dilakukan dengan       
membentuk graf dual dari peta yang mungkin. Peta        
tersebut dapat diwarnai dengan empat warna jika dan        
hanya jika pada graf dualnya, masing-masing simpul       
dapat diwarnai dengan empat warna sedemikian sehingga       
setiap pasang simpul yang bertetangga mempunyai warna       
yang berbeda. Pembuktian tersebut adalah pembuktian      
pertama yang dilakukan menggunakan bantuan komputer.      
Pendekatan dari Appel dan Haken dilakukan dengan       
menganalisis 1.936 buah graf yang memungkinkan untuk       
menjadi ​counter-example dari teorema ini. Sebagai      

akibatnya, metode ini membutuhkan beratus-ratus lembar      
analisis. Pada awalnya, beberapa matematikawan tidak      
menerima metode pembuktian ini, karena dibantu dengan       
komputer sehingga tidak memungkinkan bagi manusia      
untuk mengecek keabsahannya sendiri. 

 
Gambar 3.2. Konversi Peta ke Graf Dual 

Sumber: wikipedia.org 
 
 
 

IV.   ALGORITMA PEWARNAAN SIMPUL 
Dalam teori graf, pewarnaan simpul adalah salah satu        

cara untuk memberi label pada suatu graf. Simpul pada         
graf diberi warna sedemikian sehingga tidak ada dua        
simpul bertetangga yang mempunyai warna sama.      
Banyaknya warna minimum yang dapat digunakan untuk       
mewarnai simpul-simpul suatu graf sehingga memenuhi      
persyaratan tersebut disebut bilangan kromatik dari graf       
yang bersangkutan. 

Pada bukunya yang berjudul “The Vertex Coloring       
Algorithm”, Ashay Dharwadker mengemukakan suatu     
algoritma pewarnaan simpul dengan kompleksitas pada      
orde polinomial. Algoritma tersebut dijabarkan seperti      
berikut. 

 
Prosedur 1. 
Diberikan suatu himpunan bebas dari hasil kali    S     
kartesian ​m , apabila tidak punya simpul yang G × K    S      
dapat digandengkan, berikan keluaran berupa​ . Jika     S   

mempunyai simpul yang dapat digandengkan, makaS        
untuk setiap simpul yang dapat digandengkan   u, )( v     
pada​ , carilah , yang melambangkan S   (S (u, )})n ⋃ { v    
banyaknya simpul yang dapat digandengkan pada      
himpunan bebas . Misalkan ​max ​adalah  (u, )}S⋃ { v   u, )( v   
simpul yang mengakibatkan ​max​})   (S (u, )n ⋃ { v  
menghasilkan nilai maksimal. Berikan keluaran berupa      

max​}). Lakukan secara terus menerus hinggaS (u, )( ⋃ { v       
himpunan bebas yang diperoleh tidak mempunyai      
simpul yang dapat digandengkan lagi. 
 
Prosedur 2. 
Diberikan himpunan bebas maksimum dari hasil kali    S     
kartesian ​m​. Apabila tidak ditemukan simpul di G × K       
luar yang mempunyai tepat satu tetangga pada , S        S  
maka berikan keluaran . Jika ditemukan simpul yang   S      
memenuhi syarat tersebut, maka gandengkan simpul      
tersebut pada dan hilangkan tetangganya tersebut  S      
dari , sehingga menghasilkan himpunan bebas . S      `S  
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Lakukan prosedur 1 pada . Berikan keluaran berupa    `S     
himpunan bebas yang dihasilkan dari penerapan      
prosedur 1 pada tersebut.`S  
 
Algoritma. 
Diberikan graf sederhana dengan buah simpul.   G   n    
Graf tersebut akan diwarnai dengan buah warna.     m    
Misalkan {​u​ 1​, ​u​ 2​, ..., ​u​ n​ } melambangkan simpul-simpul       
dari graf dan {​v​ 1​, ​v​ 2​, ..., ​v​ m​ } melambangkan  G        
simpul-simpul dari ​m​. Akan dicari  K    
himpunan-himpunan bebas maksimum dari hasil kali      
kartesian ​m​. Pada setiap langkah, apabila G × K      
himpunan bebas maksimum yang didapatkan memiliki      
kardinalitas lebih dari atau sama dengan , maka      n   
lanjutkan ke tahap III. 

Tahap I. 
Untuk  dan  lakukan, , .., ni = 1 2 .  , , .., mj = 1 2 .   
- Inisilaisasi himpunan bebas ​i,j​ dengan {(​u​ i​ , ​v​ j​ )}.S  
- Terapkan prosedur 1 pada ​i,j​ .S  
- Untuk terapkan prosedur 2 yang , , ..,r = 1 2 . n      

diulang sebanyak  kali.r  
- Hasil keluaran berupa himpunan bebas     

maksimum ​i,j​ .S  
Tahap II. 
Untuk setiap pasangan himpunan bebas maksimum      
(​S​ i​ , ​j​ , ​S​ k​ , ​l​ ) yang ditemukan pada tahap I, lakukan 
- Inisialisasi himpunan bebas ​S​ i​ , ​j​ ,​k​ , ​l​  ​ dengan ​S​ i​ , ​j​ ∩​S​ k​ , ​l​ . 
- Terapkan prosedur 1 pada ​S​ i​ , ​j​ ,​k​ , ​l​  . 
- Untuk terapkan prosedur 2 yang , , ..,r = 1 2 . n      

diulang sebanyak  kali.r  
- Hasil keluaran berupa himpunan bebas     

maksimum  ​S​ i​ , ​j​ ,​k​ , ​l​  ​ . 
Tahap III. 
Apabila ditemukan himpunan bebas dengan    S   
kardinalitas lebih dari atau sama dengan , maka      n   S  
adalah cara pewarnaan graf dengan menggunakan    G    

buah warna. Jika tidak ditemukan hompunanm        
bebas seperti itu, maka tidak ditemukan cara       
pewarnaan graf dengan menggunakan buah  G    m   
warna. [5] 

 
Sebagai contoh, graf berikut akan diwarnai   G     
menggunakan 3 buah warna. 
 

 
Gambar 4.1. Graf G yang Akan Diwarnai 

Sumber : dharwadker.org 
 

Pada awalnya, algoritma akan mencari hasil kali       
kartesian dari ​3 yang diilustrasikan seperti pada  G × K      
Gambar 9. Hasil kali kartesian tersebut mempunyai 12        
buah simpul {(1,1), (1,2), (1,3), (2,1), (2,2), (2,3), (3,1),         
(3,2), (3,3), (4,1), (4,2), (4,3)}. Pada tiap simpul ,        a, )( b  

melambangkan simpul pada graf dan mewakilia      G   b   
indeks warna yang mungkin untuk simpul tersebut. 
 

 
Gambar 4.2. Hasil Kali Kartesian ​3G × K  

Sumber : dharwadker.org 
 
Setelah algoritma selesai diterapkan pada graf tersebut, 
diperoleh himpunan bebas maksimum 

S​  ​= {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 2)} 
Dari himpunan bebas tersebut dapat disimpulkan      
bahwa untuk mewarnai graf G dengan 3 warna, maka         
salah satu konfigurasi pewarnaan yang mungkin adalah       
simpul 1 diwarnai dengan warna berindeks 1, simpul 2         
dan 4 diwarnai dengan warna berindeks 2, serta simpul         
3 diwarnai dengan warna berindeks 3. Hasil pewarnaan        
tersebut diilustrasikan seperti pada Gambar 10. 
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Gambar 4.3. Hasil Pewarnaan Graf G 

Sumber : dharwadker.org 
 
 

V.   PENERAPAN PADA JARINGAN GSM 
Jaringan GSM yang akan dibahas pada topik makalah        

ini adalah jaringan yang menghubungkan piranti bergerak       
yang dibawa oleh pelanggan jaringan GSM dengan BTS.        
Jaringan tersebut diilustrasikan seperti pada Gambar 10. 

 

 
Gambar 5.1. Interaksi BTS dan MS 

Sumber: ​ aputbengong.wordpress.com 
 

MS (​Mobile Station​ ) adalah piranti yang dibawa oleh        
pelanggan. Piranti tersebut dapat berupa handphone,      
laptop, modem, atau piranti-piranti lain. BTS (​Base       
Transceiver Station​ ) merupakan poin akses bagi MS ke        
network​ . BTS berfungsi sebagai perantara komunikasi      
antara MS dengan ​network​  melalui sinyal radio. 

Pada jaringan GSM, area geografis dimana jaringan       
GSM tersebut tersedia dipartisi ke dalam beberapa area        
berbentuk segi-enam yang disebut sel. Setiap sel       
mempunyai BTS masing-masing yang bekerja pada      
frekuensi tertentu. Dua area yang saling bertetangga tidak        
boleh mempunyai BTS dengan frekuensi sama, karena       
dapat menyebabkan ​frequency collision. Semua piranti      
bergerak dapat tersambung ke jaringan GSM dengan cara        
mencari sebuah sel yang ada di lingkungan sekitar piranti         
tersebut berada. Jika ditemukan, maka piranti dapat       
berkomunikasi melalui perantara BTS yang dimiliki oleh       
sel yang ditemukan, pada frekuensi dimana BTS tersebut        
bekerja. 

Diberikan suatu peta pada permukaan bola, teorema       
empat warna dapat menjamin bahwa sebanyak empat       
warna saja cukup untuk mewarnai peta tersebut. Maka        
jika seluruh area pada permukaan bumi dipartisi ke dalam         
area-area berbentuk segi-enam, maka empat warna cukup       
untuk mewarnai area-area tersebut sehingga tidak ada area        
berdekatan yang mempunyai warna sama. Algoritma      
pewarnaan simpul dapat digunakan untuk mencari      
pewarnaan yang sesuai. 

 

 
Gambar 5.2. Sel pada Jaringan GSM 

 
Pada jaringan GSM, warna-warna tersebut mewakili      

frekuensi dimana BTS pada area tersebut bekerja. Maka        
dapat disimpulkan bahwa jaringan GSM dapat beroperasi       
cukup dengan menyediakan empat frekuensi berbeda. Hal       
ini dapat menghemat biaya pembuatan jaringan dan       
perawatannya. Oleh karena itu, sistem jaringan GSM       
banyak diterapkan di berbagai belahan dunia. 
 
 

V.  KESIMPULAN 
Teori graf mempunyai banyak penerapan pada      

kehidupan umat manusia. Banyak permasalahan yang      
dapat diselesaikan dan dioptimalkan solusinya     
menggunakan teori graf. Salah satu permasahan yang       
dapat diselesaikan mengunakan teori graf adalah      
pembangunan jaringan GSM. 

Berkat penerapan dari teori graf, dapat disimpulkan       
bahwa cukup disiapkan empat frekuensi berbeda untuk       
membangun jaringan GSM di seluruh dunia. Hal ini tentu         
dapat menghemat biaya baik dari sisi penyedia jasa        
layanan GSM maupun pelanggan GSM itu sendiri.       
Sebagai contoh, penyedia jasa layanan tidak perlu       
mengeluarkan biaya besar untuk membangun dan      
merawat BTS-BTS dengan banyak frekuensi. Dari sisi       
lain, piranti bergerak juga cukup dilengkapi peralatan       
untuk empat frekuensi berbeda saja, sehingga dapat       
menghemat biaya produksi. 
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