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Abstrak—Salah satu dari banyak aplikasi Graf adalah
membantu penyusunan jadwal yang efisien. Salah satu
cabang dari penjadwalan tersebut adalah Open Shop
Schedulling atau Penjadwalan Toko Terbuka, dimana ada
sekumpulan pekerjaan yg harus dilakukan pada
sekumpulan objek tampa adanya urutan pekerjaan yang
harus dikhawatirkan. Masalah ini dapat diselesaikan
dengan mudahdengan mengaplikasikan metode Pewarnaan
Graf.

Kata Kunci — Graf, Penjadwalan Toko Terbuka,
Pewarnaan Graf

. PENDAHULUAN

Dalam sebuah pabrik pengolah bahan, terdapat
beberapa buah bahan yang harus diolah agar dapat dijual.
Setiap bahan harus melewati beberapa tahap pengolahan
tertentu yang msing masing harus dilakukan pada mesin
tertentu yang hanya berjumlah satu.

Pengolahan tiap bahan bersifat independent, berarti
bahwa urutan pengolahan dapat kita ubah sesuka Kita.
Selain itu, fase pengolahan memakan waktu yang relatif
sama. Hanya saja Saat suatu bahan sedang diolah, mesin
yang bersangkutan tidak bisa mengolah bahan lainnya
yang membutuhkan pengolahan yang sama.

Hal ini membuat diperlukannya pengaturan jadwal
agar tiap mesin tetap bekerja mengolah bahan yang
berbeda secara efisien. Bagaimanakah cara membuat
jadwal penggunaan mesin oleh masing masing bahan agar
mesin bekerja seoptimal mungkin ?

Dalam sebuah kantor, terdapat sejumlah pegawai dan
paperwork yang harus diurus. Setiap paperwork harus
dikerjakan selama waktu tertentu. Untuk menghindari
adanya kesalahpahaman, dalam satu hari, hanya boleh ada
semaksimalnya satu orang pegawai yang mengerjakan
paperwork tertentu.

Selain itu, untuk mengurangi kejenuhan pegawali,
seorang pegawai hanya boleh mengurus paperwork yang
sama satu hari saja dalam masa pengerjaannya.
Bagaimanakah cara membuat jadwal pengerjaan
paperwork agar semuanya cepat selesai ?

Contoh contoh diatas hanyalah sebagian kecil dari
permasalahan yang dapat dihadapi di kehidupan yang
disebut sebagai Open-Shop Scheduling, salah satu
masalah penjadwalan yang akan dibahas di makalah ini.

Il. DASAR TEORI GRAF

Graf pada dasarnya adalah salah satu metode yang
digunakan untuk merepresentasikan sekumpulan objek
diskrit dan hubungan antara objek objek tersebut. Sebuah
graf terdiri dari sebuah himpunan Simpuk yang tidak
kosong yang merepresentasikan sebuah objek, dan
himpunan Sisi yang merepresentasikan hubungan antara
dua buah objek yang dihubungkan.

2.1 Dasar Teori Graf

Secara notasi, Graf ditulis sebagai G = (V, E), dimana:
V = {vq,v,,v3, ..., v, } yang merupakan himpunan
Simpul / Vertex dan

E = {eq, e,, €3, ..., e,} yang merupakan himpunan
Sisi / Edge graf

Gambar 2.1.1 Contoh Graf, Simpul menggambarkan salah satu
negara Eropa, dan Sisi menggambarkan bahwa kedua negara
tersebut memiliki perbatasan tanah
[1]http://www.cs.cornell.edu/w8/iisi/ilog/cpl1/usrsolver/g
raph2.html, diakses pada 05 Desember 2015
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Selain defini, juga terdapat beberapa terminologi
dalam graf yang akan mempermudah pembahasan
selanjutnya.. Berikut adalah pembahasan singkat
mengenai hal hal tersebut:;

Gambar 2.1.2 Contoh Graf Sederhana
[2] http://danysatriokintoko.blogspot.co.id/, diakses pada 05
Desember 2015

= Adjacency / Ketetanggaan

Sepasang simpul dikatakan bertetanggaan jika dan
hanya jika terdapat Sisi yang menghubungkan mereka
secara langsung. Sebagai contoh, di gambar 2.1.2, simpul
v1 bertetanggaan dengan simpul v2 dan vO0.

= Incidency / Kesisian

Sebuah Sisi dan sebuah Simpul dikatakan bersisian
jika dan hanya jika Sisi tersebut menghubungkan Simpul
tersebutdengan simpul lain. Sebagai contoh, di gambar
2.1.2 sisi e4 bersisian dengan simpul v4 dan v3.

= Degree / Derajat

Derajat sebuah Simpul adalah jumlah Sisi yang
bersisian dengan Simpul tersebut. Sebagai contoh, di
gambar 2.1.2, simpul v5 berderajat 2 karena bersisian
dengan sisi €6 dan e5.

Sebenarnya masih banyak sekali terminologi dan
istlah yang belum kita bahas (dan tidak akan kita bahas di
makalah ini); namun, ketiga istilah diatas sudah cukup
untuk memahami pembahasan selanjutnya.

2.2 Graf Bipartite

Selain graf yang umum, juga terdapat beberapa graf
khusus yang berpola. Graf seperti graf lengkap, lingkaran,
dan graf teratur sering digunakan dalam pemodelan
permasalahan matematis. Makalah ini tidak akan
membahas secara mendetail menenai graf graf ini,
melainkan fokus kepada salah satu graf khusus yang
digunakan dalam memodelkan masalah Open-Shop
Schedulling, yaitu Graf Bipartite.

Pada dasarnya sebuah graf G disebut sebagai graf
Bipartite jika dan hanya jika himpunan Simpulnya dapat
dibagi menjadi dua, misalkan V1 dan V2, dimana semua
simpul di V1 hanya dapat bertetanggaan dengan simpul di
himpunan V2 dan sebaliknya.

Gambar 2.2.1 Contoh Graf Bipartite
[31http://mindfulintegrations.com/books/Technology/com
puter_science/algo/books/book9/mf1207.htm, diakses pada
05 Desember 2015

Dengan kata lain, graf bipartit juga dapat disebut
sebagai sebuah graf yang simpulnya dapat dibagi dua
sehingga semua Sisinya hanya menghubungkan antara
kedua himpunan simpul ini, tampa adanya peghubung
antar simpul yang satu himpunan.

2.3 Pewarnaan Graf

Graf mempunyai banyak sekali aplikasi di dunia
nyata, terutama dalam memodelkan permasalahan dunia
nyata dalam bentuk yang dapat dipahami komputer
sehingga memungkinkan adanya program penyelesai
permasalahan tersebut.

Masalah seperti Travelling Salesmen Problem,
hingga mencari Lintasan Terpendek dari ratusan pilihan
jalur semuanya dimodelkan di komputer menggunakan
graf. Pada makalah ini, akan dibahas mengenai salah satu
aplikasi graf yaitu Pewarnaan Graf.

Pewarnaan Graf adalah sebuah tindakan melabeli
unsur unsur graf (Sisi atau Simpul ataupun keduanya
secara sekaligus) sedemikian rupa sehingga tidak ada
unsur bersebelahan yang berlabel sama dengan
menggunakan jenis label sedikit mungkin.

Gambar 2.3.1 Pengubahan Peta ke Graf dalam Pewarnaan Peta
[4] http://world.mathigon.org/resources/Graph_Theory,
diakses pada 05 Desember 2015

Kata “pewarnaan” muncul karena metode ini pada
awalnya digunakan untuk membantu pewarnaan peta,
dimana wilayah yang berbatasan harus memiliki warna
yang berbeda. Harga tinta yang cukup mahal membuat
mereka ngin menggunakan jenis tinta sesedikit mungkin.

Makalah IF2123 Aljabar Geometri — Informatika ITB —Semester | Tahun 2015/2016


http://danysatriokintoko.blogspot.co.id/
http://mindfulintegrations.com/books/Technology/computer_science/algo/books/book9/mf1207.htm
http://mindfulintegrations.com/books/Technology/computer_science/algo/books/book9/mf1207.htm
http://world.mathigon.org/resources/Graph_Theory

Cara pelaksanaannya adalah dengan memodelkan
peta sebagai graf seperti gambar 2.1.1, dimana simpul
melambangkan sebuah wilayah, dan Sisi melambangkan
adanya perbatasan tanah antar dua wilayah tertentu.

Setelah itu, hanya perlu dilakukan sebuah algoritma

sederhana sebagaimana berikut :

= Labeli salah satu simpul dengan angka 1

=  Labeli salah satu simpul yang bersisian dengan salah
satu simpul yang telah dilabeli. Gunakan angka
terendah yang belum digunakan simpul yg bersisian
dengannya. Jika semua label yg telah dibuat telah
digunakan, buat label baru.

= Ulangi hingga semua Simpul terlabeli

= Ubah label dengan warna, misal label 1 = Hijau

Algoritma diatas disebut Algoritma Greedy, dan
proses diatas secara umum disebut Pewarnaan Simpul
Graf, karena simpul graf-lah yang kita labeli, sedangkan
Sisi hanya berfungsi sebagai pemberi informasi apakah
sepasang Simpul boleh berwarna sama.

Legend
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Gambar 2.3.2 Contoh hasil Pewarnaan Simpul, hasil pewarnaan
dapat bervariasi, namun jumlah jenis warna relatif tetap. Sebagai
contoh, warna B dan D dapat ditukar, namun hasil tetap valid.
[5]http://www.boost.org/doc/libs/1_50_0/libs/graph_paral
lel/doc/html/boman_et_al_graph_coloring.html,  diakses
pada 05 Desember 2015

Metode juga berguna untuk membentuk jadwal. Kita
cukup merepresentasikan simpul sebagai mata pelajaran,
dan Sisi sebagai pernyataan bahwa ada mahasiswa yang
mengambil kedua mata kuliah ini. Dengan menggunakan
algoritma yang sama, kita dapat membuat jadwal kelas
dengan penggunaan waktu seminimum mungkin.

Selain pewarnaan Simpul, Graf juga memiliki metode
pewarnaan Sisi. Konsep keduanya cukup mirip, hanya
saja kali ini kita ebih fokus kepada Sisi yang kita labeli
dan Simpul Kini berfungsi sebagai pemberi informasi
bahwa kedua sisi ini harus memiliki label yang berbeda
Selain itu, metode keduanya relatif serupa.

Walaupun secara konsep sama, pewarnaan Sisi Graf
mempunyai aplikasi yang berbeda dari pewarnaan
Simpul. Hal hal seperti membat jadwal pertandingan
dengan sistem Round Robin dimana setiap pemain harus
menandingi semua pemain lainnya dengan jumlah
permainan yang minimum merupakan salah satu contoh
aplikasi yang sering digunakan.

Gambar 2.3.3 Contoh hasil Pewarnaan Sisi Graf
[6]http://rahadikusuma.blogspot.co.id/2013/12/matematik
a-diskrit-pewarnaan-graf 30.html,diakses pada 06/12/2015

Selain itu, kegunaan dari pewarnaan sisi graf ini
adalah dalam memecahkan masalah penjadwalan yang
khusus, yaitu Open-Shop Scheduling, yang menjadi
pokok pembahasan makalah ini.

I11. OPEN SHOP SCHEDULING

Open-Shop Schedulling (yang seterusnya akan Saya
sebut sebagai “Penjadwalan Toko Terbuka”) adalah salah
satu masalah penjadwalan yang pertama kali diteliti
oleh Teofilo F. Gonzalez dan Sartaj Sahni pada 1976.
Pada permasalahan ini terdapat sekumpulan pekerjaan
yang harus dilakukan selama waktu tertentu di
sekumpulan tempat tertentu, tampa adanya urutan
pekerjaan yang harus dikhawatirkan.

Walaupun Penjadwalan Toko Terbuka merupakan
salah satu cabang masalah penjadwalan yang mempunyai
aplikasi terbatas di dunia nyata, masih terdapat beberapa
kasus yang dapat dimodelkan dengan metode ini, seperti
yang telah dijabarkan di pembukaan makalah ini.

Seperti masalah penjadwalan yang lebih umum
umum, pada skala yang kecil Penjadwalan Toko Terbuka
tidaklah rumit, dan dapat dilakukan dengan pensil dan
kertas dalam jangka waktu singkat. Hanya saja, pada
skala yang besar seperti pengaturan jadwal penggunaan
mesin dalam sebuah pabrik reparasi mobil, dimana
beberapa bagian yang rusak harus diganti di gedung yang
berbeda, menemukan jadwal yang efisien akan menjadi
jauh lebih rumit.

3.1 Memodelkan Permasalahan

Seperti  penyelesaian  masalah  menggunakan
komputer lainnya, tahp pertama yang perlu kita lakukan
adalah merepresentasikan data permasalahan dalam
bentuk yang dapat dipahami komputer, seperti Tabel yang
berisi data angka, List linier, Multi-List, dan Graf.

Dalam permasalahan Penjadwalan Toko Terbuka ada
banyak alternatif struktur data yang dapat kita gunakan
untuk menggambarkan keadaan nyata Kita ke komputer,
namun salah satu model yang paling gampang untuk
dipahami adalah dengan menggunakan Graf, lebih
tepatnya Graf Bipartite.
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Dalam graf bipartite, terdapat dua himpunan Simpul,
kita akan merepresentasikan kumpulan Objek yang ingin
kita olah sebagai sebagai salah satu himpunan Simpul dan
Tempat Pengolahan sebagai himpunan yang lainnya.
Setelah itu kita hubungkan kedua himpunan Simpul itu
dengan Sisi diantara keduanya, dimana tiap Sisi
menandakan bahwa “Objek ini harus diolah di Tempat
Pengolahan ini pada suatu saat”

Untuk memperjelas hal ini, akan diberikan sebuah
contoh sederhana, Ingat kembali terdapat pabrik reparasi
mobil seperti yang telah dibicarakan sebelumnya dan
perhatikan gambar 3.1.1 dibawabh ini ;

Setiap lingkaran Biru menyatakan mobil yang sedang
menjadi Kklien pabrik ini yang harus selesai diperbaiki
sebelum akhir minggu, setiap mobil harus melewati
reparasi yang diperlukan atau hanya dicek saja kondisinya

Lalu, setiap kotak Merah merepresentasikan tempat
“Pengolahan” mobil. Misalnya, kotak nomor 29 adalah

tempat reparasi knalpot, kotak 30 adalah tempat
pengecekan mesin, dan kotak 31 adalah pos pengecekan
akhir yang harus dilewati mayoritas mobil.

Terakhir, setiap garis / Sisi graf menyatakan bahwa
Simpul mobil yang bersisian dengannya ini harus
melewati Simpul pos yang bersisian dengannya sebelum
dapat dikembalikan ke pemiliknya. Dapat dilihat bahwa
tiap mobil harus melewati jumlah dan jenis pos yang
bervariasi, beberapa bahkan hanya perlu melewati pos
pengecekan sebelum dikembalikan ke pemilik

Setelah selesai merepresentasikan pabrik tersebut
dalam bentuk graf seperti contoh diatas, untuk selanjutnya
kita perlu melakukan pembagian jadwal penggunaan tiap
tempat untuk tiap mobil. Dalam pembagian jadwal, biasa
digunakan istilah shift / waktu kerja yang berarti jumlah
waktu rata rata hingga suatu pekerjaan (Sisi dalam graf)
dapat diselesaika Cara pelaksanaannya adalah dengan
menggunakan konsep pewarnaan Sisi Graf..

3.2 Mewarnai Graf

Untuk saat ini asumsikan tiap tempat pengolahan
hanya dapat menerima satu mobil pada tiap saat dan
pengolahan tiap mobil di tiap tempat akan memakan
waktu yang relatif sama.

Setelah mendapat graf kita hanya perlu membagi
jadwal penggunaan fasilitas dengan menggunakan metode
pewarnaan Sisi graf yang telah dibahas sebelumnya.
Berikut adalah contoh sederhana dari gambar 3.1.1

Misal kita mulai dari jadwal mobil 1 di tempat 26,
kita beri label ‘A’ yang merupakan shift kerja pertama
hari pertama. Shift kerja dapat diubah sesuai kebutuhan,
harus dipastikan bahwa suatu pekerjaan yg dilakukan saat
shift itu harus dapat diselesaikan sebelum pergantian shift
Setelah itu, kita urus jadwal mobil 2 di tempat 26. Karena
Simpul 26 bersisian dengan Sisi
yang telah dilabeli ‘A’, Simpul ini
harus kita labeli ‘B’ yang
merupakan shift kerja kedua.

Gambar 3.1.1 Graf Bipartite sebagai
model contoh permasalahan

M http://webmathematics.net/
diakses pada 06/12/2015

Lalu, kita urus jadwal mobil 2 di
tempat 29; karena kedua simpul
tidak bersisian dengan Sisi yang
berlabel A kita labeli sisi ini dengan
label ‘A’ yang berarti bahwa mobil B mempunyai jadwal
di tempat 29 untuk shift pertama dan kemudian di tempat
26 untuk shift berikutnya. Lalu ulangilah algoritma ini
untuk semua Sisi lainnya hingga semuanya terlabeli /
terjadwal.

Berikut adalah gambaran kasar mengenai algoritma

yang dibutuhkan untuk menyelesaikan masalah ini :

= Labeli salah satu Sisi

= Labeli salah satu Sisi yang bersisian dengan Simpul
yang bersisian dengan salah satu Sisi yang telah
dilabeli. Gunakan label dengan indeks terendah yang
belum digunakan Sisi yang bersisian dengan Simpul
yang bersisian dengannya. Jika semua label yg telah
dibuat telah digunakan, buat label baru.

= Ulangi hingga semua Sisi terlabeli

= Ubah label dengan Shift kerja yang diinginkan

Dengan melakukan hal diatas, kita akan memastikan
bahwa tidak ada mobil yang harus berad di dua tempat
reparasi dan tidak ada tempat reparasi yang harus
melayani dua mobil pada shift kerja yang sama selagi
menjaga setiap tempat reparasi bekerja penuh dengan
waktu senggang yang minimum.
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Seperti yang dijelaskan pada awal sub-bab ini,
metode diatas hanya bekerja jika setiap tempat
pengolahan hanya dapat mengolah satu mobil pada tiap
saat dan tiap pengolahan memakan waktu yang sama.

Jika perbedaan waktu tiap pengolahan tidak terlalu
besar, maka hal ini tidak akan menjadi masalah, namun
jika perbedaannya sangat besar seperti 2 banding 1, maka
perlu dilakukan sediki perubahan pada algoritma, apalagi
jika tiap tempat pengolahan dapat mengolah lebih dari
satu benda pada tiap saat.

3.3 Contoh Variasi Algoritma

Misalkan pada graf pabrik di gambar 3.1.1 diatas
salah satu tempat pengolahan nomor 27 dapat mengolah 2
mobil sekaligus. Maka pada algoritma diatas perlu
ditambahkan satu aturan berikut ini :

Saat pewarnaan Sisi yang bersisian dengan Simpul 27,
Labeli Sisi tersebut dengan label dengan indeks terendah
yang belum digunakan DUA Sisi lain yang bersisian
dengan Simpul 27 dan SEMUA Sisi lain yang bersisian
dengan Simpul lainnya (selain Simpul 27). Jika semua
label yg telah dibuat telah digunakan, buat label baru.

Dengan kata lain, aturan ini memastikan bahwa pada
sisi yang bersisian dengan Simpul 27 dapat terdapat
maksimum dua sisi yang berwarna sama, menandakan
bahwa pada shift tersebut tempat pengolahan 27 sedang
mengolah dua buah benda sekaligus, (kemungkinan
adanya satu warna yang unik di simpul masih ada, pada
saat itu tempat 27 hanya mengolah satu mobil). Jika suatu
tempat dapat mengolah lebih dari dua enda sekaligus,
maka kita hanya perlu menaikan angka “DUA” pada
aturan diatas ke batas yang diinginkan.

Sedangkan untuk kasus dimana waktu pengolahan
tempat yang sangat berbeda dapat digunakan konsep yang
sama. Misalkan pada pabrik reparasi mobil di gambar
3.1.1 semua tempat pengolahan memakan waktu yang
relatif sama kecuali Simpul nomor 31 yang hanya perlu
memakan setengah shift untuk mengolah satu mobil. Kita
hanya perlu mengibaratkannya menjadi :

Tempat pengolahan 31 dapat mengolah dua mobil pada
satu shift, dan menggunakan cara yang sama dengan
sebelumnya, hanya saja kita tambahkan suffix di label
untuk membedakan mobil mana yg dilayani di belah awal
shift dari mobil yang akan dilayani di akhir shift.

IV. KESIMPULAN

Graf mempunyai banyak sekali aplikasi, penjadwalan
Toko Terbuka ini hanyalah salah satu darinya. Dengan
penggunaan teori pewarnaan Graf sebuah jadwal yang
efisien pun dapat dibuat dengan mudah, meningkatkan
produktivitas kita dan menghemat waktu dan tempat.
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