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Abstract—Makalah ini membahas pengunaan induksi
matematika dalam memecahkan solusi dari Green-Eyed
Logic Puzzle. Pada makalah ini akan dijelaskan jawaban
dan langkah dari teka-teki yang terkenal sulit tersebut,
dimana para tahanan dapat keluar dari penjara jika dan
hanya jika mata tahanan tersebut berwarna hijau. Makalah
ini akan membahas bahwa dengan induksi matematika kita
dapat menghitung hari para tahanan tersebut keluar.

Keywords—Induksi Matematika, Puzzle, Teka-teki, Logic
Puzzle, Green-Eyed, Green-Eyed Logic Puzzle.

|. PENDAHULUAN

Bayangkan sebuah pulau terisolasi dengan 100 orang,
yang memiliki logika sempurna, dipenjara oleh seorang
diktator. Tidak ada jalan keluar, kecuali satu peraturan
aneh. Pada malam hari tahanan dapat meminta kepada
penjaga untuk keluar dari penjara. Apabila tahanan
tersebut bermata hijau, maka ia terbebaskan dari penjara
tersebut, namun jika tahanan tersebut tidak memiliki mata
hijau, ia akan dilemparkan ke gunung berapi.
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Gambar 1. Suatu pulau terpencil dimana terdapat
penjara yang menahan 100 orang yang dikuasai oleh
seorang diktator.!?

Ternyata, 100 orang tersebut memiliki mata hijau,
tetapi mereka terlahir di sana dan sang diktator
memastikan mereka tidak mengetahui atau mempelajari
tentang mata mereka sendiri. Tidak ada pula layar yang
reflektif dan air pun dikandung dalam wadah yang buram,
sehingga mereka tidak dapat melihat bayangannya sendiri
untuk melihat mata mereka. Yang terpentingnya lagi,
mereka tidak diperbolehkan untuk berkomunikasi dengan
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satu sama lain, tetapi mereka akan dikumpulkan di pagi
hari untuk penghitungan tahanan / head count rutin pada
pagi hari.
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Gambar 2. lustrasi 100 orang bermata hijau. 2

Bagaimana pun juga tidak ada dari mereka yang
mengambil risiko untuk keluar dari penjara tersebut
tanpat kepastian yang nyata. Karena sang diktator
ditentang oleh HAM, akhirnya ia memintamu untuk
berkunjung ke penjara tersebut dan mengatakan satu
pernyataan saja, tanpa harus memberi tahu informasi baru
untuk tahanan. Dengan mengatakan “Setidaknya satu di
antara kalian bermata hijau”, beberapa hari kemudian,
para tahanan keluar dari tahanan secara serentak.

Pada hari keberapakah para tahanan meninggalkan
penjara tersebut secara bersamaan? Dan mengapa hal

tersebut dapat terjadi? Dengan induksi matematika,
pertanyaan tersebut dapat dijawab.
Il. TEORI DASAR

Dasar ilmu yang digunakan pada makalah ini adalah
induksi  matematika. Lebih khususnya, digunakan
pernyataan perihal bilangan bulat, prinsip induksi
sederhana, dan prinsip induksi yang dirampatkan untuk
menjawab teka-teki tersebut.

2.1 Induksi Matematika

Di dalam matematika, suat pernyataan/argumen tidak
hanya dibaca, tetapi juga harus dimengerti mengapa
pernyataan tersebut benar dengan suatu bukti (proof).
Metode pembuktian perihal bilangan bulat disebut
sebagai induksi matematika.



Induksi matematika merupakan teknik yang baku untuk
membuktikan suatu pernyataan matematika secara
deduktif, meskipun namanya induksi.  Induksi
matematika, yang disebut juga sebagai induksi lengkap,
sering dipergunakan untuk pernyataan-pernyataan yang
menggunakan bilangan asli. Dengan induksi matematika
kita hanya perlu beberapa langkah terbatas untuk
membuktikan seluruh bilngan bulat memenuhi pernyataan
matematika tersebut atau masuk ke dalam himpunan
kebenaran.

Sejarahnya, induksi matematika berawal pada abad ke-
19. Pelopor perkembangan induksi matematika adalah R.
Dedekind dan G. Peano. Dedekind mengembangkan
sekumpulan aksioma bilangan bulat positifdan Peano
memperbaiki aksioma tersebut dan memberi interpretasi
logis, dimana kesuluruhan aksioma tersebut disebut juga
sebagai Posulat Peano.

2.1.1 Pernyataan Perihal Bilangan Bulat

Perihal menyangkut bilangan bulat banyak dijumpai di
matematika diskrit ataupun ilmu komputer.Pernyataan
tersebut mengkaitkan  masalah  yang dihubungkan
dengan bilangan bulat.

Contohnya, misalkan p(n) menyatakan bahwa jumlah
bilangan bulat positif dari 1 sampai n adalah n(n + 1)/2.
Kita harus buktikan bahwa p(n) benar.

Jika kita mensubstitusi n dengan beberapa nilai,

terbukti bahwa p(n) benar, contohnya p(5) adalah

jumlah dari 1 sampai 5, 5(5;1) = ? =15=1+2+

3+4+5.

Namun hanya membuktikan p(5) saja tidak cukup,
karena n adalah bilangan asli dimana banyaknya adalah
tak terhingga. Jadi, kita penggunaan pendekatan semacam
ini saja tidak cukup.

2.1.2 Prinsip Induksi Sederhana

Dari buku Matematika Diskrit, yang ditulis oleh Dr. Ir.
Rinaldi Munir, M. T., prinsip induksi sederhana berbunyi
sebagai berikut

“Misalkan p(n) adalah pernyataan perihal bilangan
bulat positif dan kita ingin membuktikan bahwa p(n)
benar untuk semua bilangan bulat positif n. Untuk
membuktikan  pernyataan ini, kita hanya perlu
menunjukkan bahwa:
1. p(1) benar, dan
2. untuk semua bilangan bulat positif n > 1, jika p(n)

benar maka p(n +1) juga benar.

Langkah pertama disebut juga sebagai basis induksi
dan langkah dua disebut juga sebagai langkah induksi.
Langkah induksi berisi perumpamaan bahwa p(n) benar.
Asumsi tersebut adalah hipotesis induksi. Bila kita dapat
menunjukan dua langkah tersebut, kita sudah dapat
membuktikan bahwa p(n) benar untuk semua n bilangan
asli.

Basis induksi digunakan untuk memperlihatkan bawa
p(n) benar untuk n = 1, dimana 1 adalah bilangan

terkecil dari bilangan bulat positif n. Kemudian kita harus
memperlihatkan bahwa p(n) - p(n+ 1) benar untuk
semua n bilangan positif. Untuk menunjukan hal tersebut
benar, maka perlu ditunjukkan bahwa p(n + 1) tidak
mungkin salah jika p(n) benar. Hal ini diselesaikan
dengan memperlihatkan bahwa p(n + 1) harus benar juga
bila hipotesis p(n) benar.

Pembuktian dengan induksi matematika dapat kita
ilustrasikan dengan fenomena yang dikenal dengan efek
domino.

—

Gambar 3. Pada gambar (a) diperlihatkan 4 domino
yang disusun rapi, sehingga jika kita merebah domino
nomor k ke kanan, maka kita merebah domino di sebelah
kanan k yaitu k + 1, yang ditunjukkan pada gambar (b).
Pada gambar (c), dijelaskan bahwa dengan mendorong
domino pertama merupakan analogi dari bilangan 1
sebagai anggota himpunan S, dimana hal ini bisa
dibilangan sebagai basis induksinya."

2.1.2 Prinsip Induksi yang Dirampatkan

Terkadang kita ingin membuktikan bahwa pernyataan
p(n) benar untuk semua bilangan bulat > n,, jadi tidak
hanya bilangan bulat yang dimulai dari satu saja. Prinsip
induksi sederhana dapat dirampatkan (generalisasikan)
untuk menunjukkan hal sebagai beriku, seperti yang
dijelaskan di buku Matematika Diskrit yang ditulis oleh
Dr. Ir. Rinaldi Munir, M. T.,

“Misalkan p(n) adalah pernyataan perihal bilangan
bulat dan kita ingin membuktikan bahwa p(n) benar untuk
semua bilangan bulat n > n,y. Untuk membuktikan ini,
kita hanya perlu menunjukkan bahwa:

1. p(ny)benar,dan

2. untuk semua bilangan bulat n = n,, jika p(n)

benar jika p(n + 1) juga benar.”

Contoh persoalan dari prinsip induk yang dirampatkan
adalah membuktikan bahwa unuk 2°+ 2+ 22 +
w2 =21

Penyelesaiannya adalah dengan mencari basis induksi
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terlebih dahulu, yaitu untuk n = 0 (bilangan bulat tidak
negatif pertama), diperoleh:

20=21-1=2-1=1
Hal tersebut memang benar.
Langkah induksinya, andaikan bahwa untuk semua
bilangan bulat tidak negatif n, benar (hipotesis induksi).
Kita harus menunjukkan bahwa

20 + 21 + 22 4o 2N 4 2n+1 — 2(n+1)+1 -1,
benar.

juga

20428 422 4o 21 4 20D
= %4 2"+ 22+ 42 421
= (2™*1 — 1) 4+ 2™*1, dari hipotesisi induksi
— (2n+1 + 2n+1) -1

=(2.2™1) — 1
— 2n+2 _ 1
— 2(n+1)+1 -1

Karena langkah 1 dan 2 telah diperlihatkan benar, maka
20421 422+ 42" =21 — 1 terbukti benar untuk
semua n bilangan bulat tidak negatif.

1. INDUKSI MATEMATIKA DALAM GREEN-EYED
LoaGic PuzzLE

3.1 Analisis Induksi Matematika

Untuk menjawab pertanyaan hari keberapa para
tahanan keluar dari penjara dari teka-teki tersebut, maka
kita gunakan teknik induksi matematika. Pertama, Kita
akan memberikan suatu asumsi terlebih dahulu. Kita akan
mengambil contoh dengan menganggap hanya terdapat
satu tahanan pada penjara tersebut terlebih dahulu. Untuk
satu tahanan, waktu yang diperlukan untuk ia keluar dari
penjara adalah 1 hari saja. Bagaimana bisa begitu?

Dihitung dari saat kita datang ke penjara untuk
menyampaikan bahwa setidaknya ada satu di antara para
tahanan bermata hijau, satu tahanan tersebut tentu
langsung menyadari bahwa dirinya bermata hijau. Jika ia
bukan bermata hijau, tentu pernyataan tersebut tidak
valid, maka pastilah ia bermata hijau karena ada satu yang
bermata hijau di antara para tahanan dan hanya ada satu
tahanan di penjara tersebut. Tahanan tersebut keluarlah
pada malam hari.

Karena kita telah membuktikan bahwa untuk n =1,
hari yang dibutuhkan untuk para tahanan keluar dari
penjara tersebut adalah 1, kita akan mengasumsikan
bahwa untuk p(n), hari yang dibutuhkan untuk para
tahanan keluar dari penjara adalah n hari. Sekarang kita
tinggal membuktikannya dengan  teknik induksi
matematika.

Basis Induksi

Pertama, kita akan mencari terlebih dahulu basis
induksinya. Untuk p(1), maka hari yang dibutuhkannya
adalah 1 hari. Namun p(1) saja tidak cukup untuk
menjelaskan untuk dengan jumlah tahanan n > 1. Maka
diperlukan basis baru vyaitu p(2). Untuk tahanan

berjumlah dua orang, anggap dua tahanan tersebut adalah
Adria dan Bill.

[ N
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Gambar 4. Dua tahanan bernama Adriadan Bill. (4

ADRIA

Pada hari pertama, Adriadan Bill akan menatap satu
sama lain. Adria melihat bahwa Bill bermata hijau, begitu
pula Bill melihat bahwa Adria bermata hijau, namun
mereka tidak tahu warna mata mereka sendiri.

Setelah sehari berlalu, keesokan harinya Adria masih
melihat Bill di penjara. Hal ini tentu menambah informasi
baru untuk Adria, karena bila Bill melihat Adria tidak
bermata hijau, seharusnya Bill sudah pergi pada malam
hari sebelumnya. Informasi ini tentu berlaku pula untuk
Bill. Pada malam hari ke-2 lah mereka keluar dari penjara
secara bersamaan, dimana mereka telah yakin satu
tahanan lain telah memperhatikan seluruh tahanan
yang ada namun mereka tetap tidak keluar dari
penjara.

Untuk penjelasan lebih lanjutnya bila Bill melihat mata
Adria tidak hijau, tidak mungkin Bill berpikir bahwa
dirinya bermata selain hijau, karena di antara tahanan
setidaknya ada satu yang bermata hijau. Jadi, tidak
mungkin keduanya tidak bermata hijau.

Langkah Induksi

Andaikan untuk semua bilangan positif n adalah benar
(hipotesis induksi). Kita harus menunjukkan bahwa
p(n + 1) juga benar.

Bila di penjara tersebut terdapat n 4+ 1 tahanan, maka
kita akan menganggap diri Kkita sebagai tambahan 1
tahanan yang memperhatikan tahanan lain sebanyak n.
Pada hari pertama kita perlu memperhatikan satu orang
saja.

Berdasarkan hipotesis, pada hari ke-n satu penjara yang
kita amati telah mengamati seluruh tahanan — 1, yaitu kita
anggap sebagai diri kita yang belum ia perhatikan. Setelah
hari ke-n berakhir, kita yakin bahwa jika tahanan yang
kita perhatikan telah memperhatikan semua tahanan
sekarang.

Pada hari ke-(n+1) bila kita memiliki mata selain hijau,
seharusnya n tahanan tersebut telah keluar dari penjara.
Namun kenyataannya, pada hari ke-(n+1), tahanan yang
kita perhatikan dan tahanan lainnya belum lah keluar dari
penjara. Maka, kita mendapat informasi baru bahwa kita
bermata hijau, begitu pula untuk n tahanan lainnya dan
pada malam hari ke-(n+1) lah mereka keluar secara
serentak.

Makalah IF2120 Matematika Diskrit — Sem. | Tahun 2015/2016



Terbuktilah, untuk jumlah tahanan n+1 yang bermata
hijau akan keluar pada hari ke-(n+1) dan jawaban untuk
teka-teki ini, untuk jumlah tahahan bermata hijau
sebanyak 100 orang, adalah hari ke-100.

3.2 Contoh Kasus 3 Tahanan

Sebagai contoh kasus kita akan mengambil p(3).
Terdapat tahanan bermata hijau bermata Adria, Bill, dan
Carl.

BILL

(ARL

ADRIA

Gambar 5. Tiga tahanan bernama Adria, Bill, dan Carl.
12

Bila kita akan mengambil sudut pandang dari Carl.
Pada hari pertama kita akan memandang Bill sebagai
pacuan. Pada hari itu Bill mungkin melihat dua pasang
mata hijau, atau 1 pasang mata hijau dan 1 pasang mata
tidak hijau, anggaplah coklat.

(ARL
(N

0o ?

ADRIA BILL

Gambar 6. Gambar 6 menunjukkan bila Bill
memperhatikan satu yang bermata hijau saja, Adria. %

(ARL
(X
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ADRIA BllL

Gambar 7. Gambar 7 menunjukkan bila Bill

memperhatikan dua yang bermata hijau, Adria dan Carl.
12

Pada hari kedua Adria dan Bill tetap di penjara. Kita

mungkin berpikir Adria dan Bill hanya saling menatap
dan belum memperhatikan mata kita, karena jika Bill
melihat dua pasang mata coklat, seharusnya ia sudah
keluar dari penjara sejak kemarin.

Pada hari ketiga, kita yakin Bill telah memperhatikan
mata kita juga. Bila Bill telah melihat mata kita tidak
hijau, seharusnya Bill sudah pergi sejak malam
sebelumnya karena ia juga telah memperhatikan Adria
yang bermata hijau. Namun kenyataannya, Bill belumlah
pergi dari penjara. Maka, kita dapat mengambil
kesimpulan bahwa mata kita juga hijau, karena Bill pasti
mempertimbangkan warna mata Kkita juga hari
sebelumnya. Proses logika yang terjadi pada Carl terjadi
pula pada Adria dan Bill, sehingga mereka bertiga pergi
pada hari ke-3.

3.3 Contoh Kasus 4 Tahanan

Tentu bila kita tambah 1 tahanan lagi menjadi 4, Carl
akan menunggu keputusan tahanan Bill lagi pada malam
ke-3 dan menunggu hasilnya pada hari ke-4 untuk
menentukan warna matanya.

Dengan menambah Debbie, sebagai tahanan keempat,
kita akan membayangkan diri kita sebagai Debbie. Pada
hari pertama kita mendapatkan Adria, Bill, dan Carl
bermata hijau.

Pada hari kedua semua tahanan belum keluar penjara.
Kita akan berpikir bahwa Adria mungkin hanya
memperhatikan Bill dan Carl saja dan Adria berpikir
bahwa dirinya tidak bermata hijau.

Pada hari ketiga semua tahanan masih di penjara. Jika
Adria memang bermata coklat dan kita pun bermata
coklat, tentulah Bill dan Carl seharusnya sudah keluar
sejak kemarin malam. Namun karena hal tersebut tidak
terjadi, maka kita yakin bahwa Adria yakin bahwa Adria
memiliki mata hijau. Maka, sekarang Adria, Bill, dan Carl
akan memperhatikan mata kita dan malam ini akan
menjadi penentunya.

Karena keempat tahanan belum juga keluar, kita yakin
bahwa kita memiliki mata hijau, dan semua tahanan pun
pergi secara bersama-sama pada malam ke-4.Bila kita
memang memiliki mata coklat, seharusnya Adria, Bill,
dan Carl sudah pergi pada malam ke-3.

IV. KESIMPULAN

Induksi matematika merupakan teknik baku yang
digunakan untuk membuktikan pernyataan matematika
secara deduktif, meskipun namanya induksi. Dalam hal
ini, induksi matematika digunakan untuk menyelesaikan
teka-teki mata hijau yang terkenal sulit, dikenal juga
sebagai Green-Eyed Logic Puzzle, dimana teka-teki
tersebut mempertanyakan hari yang diperlukan untuk para
tahanan bermata hijau keluar dari penjara berdasarkan
induksi dengan logika matematika. Untuk jawabannya
tersebut, kita dapat mengambil hari ke-100 hanya karena
jika kita ambil satu tahanan saja, tahanan tersebut pasti
keluar pada hari ke-1 karena setidaknya ada satu tahanan
yang bermata hijau di penjara tersebut, namun kita perlu
membuktikan ke pastian dari jawaban tersebut dengan
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induksi matematika. Karena n=1 tidak cukup untuk
membuktikan jawaban dari jumlah tahanan n>1,
digunakan n=2. Setelah mendapatkan basis, kita mencari
langkah induksinya dengan hipotesis induksi bahwa p(n)
= n adalah benar. Maka untuk membuktikan p(n+1), pada
hari ke-n, setelah semua tahanan telah mengamati semua
tahanan — 1, hari selanjutnya ditentukan apakan sejumlah
n tersebut pergi atau tidak. Karena tidak ada yang pergi,
maka didapatkan bahwa semua tahanan n+1 bermata
hijau. Karena kedua langkah tersebut dapat dibuktikan
benar, maka terbukti bahwa 100 tahanan bermata hijau
akan keluar pada hari ke-100.

—
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Gambar 8. [llustrasi filsuf David Lewis yang

menciptakan teka-teki Green-Eyed Logic Puzzle dengan

konsep common knowledge.?!

Kunci untuk konsep ini adalah common knowledge,
yang diajukan oleh filsuf David Lewis. Informasi yang
kita berika tidak mengandung informasi baru, tetapi
informasi baru tersebut terkandung dalam memberitahu
kepada para tahanan secara simultan. Akhirnya, selain
mereka mengetahui bahwa diantara mereka ada satu yang
bermata hijau, setiap tahanan juga memperhatikan semua
tahanan lain yang bermata hijau. Yang hanya mereka
tidak ketahui adalah apakah mereka bermata hijau atau
tidak. Tentu kita dapat memberi informasi valid bahwa
setidaknya ada 99 tahanan yang bermata hijau, sehingga
mereka akan pergi dalam dua hari, namun hal tersebut
terlalu mencurigakan, jelas, dan membuat sang diktator
mendorong kita ke gunung berapi.
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