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Abstrak—Makalah ini menjelaskan bagaimana suatu graf
berbentuk pohon berakar dapat digunakan sebagai
representasi model dari Hidra Lerna, seekor reptil berkepala
sembilan dalam mitologi Yunani Kuno untuk pembuktian
kekonvergenan suatu deret yang bersifat rekursif. Teorema
Goodstein yang dianggap tidak cukup dibuktikan dengan
Aritmetika Peano menuntun Laurence Kirby dan Jeff Paris
untuk membuat Hydra Game, sebuah permainan bertajuk
usaha  Herakles dalam  membunuh  Hidra yang
direpresentasikan sebagai pohon berakar. Kirby dan Paris
menjadikan permainan tersebut sebagai landasan dalam
pembuktian Teorema Goodstein. Teorema Goodstein sendiri
menjelaskan bahwa setiap Deret Goodstein pada akhirnya
akan konvergen ke 0.

Kata kunci—Teorema Goodstein, Hidra, pohon berakar,
rekursif

I. PENDAHULUAN

Herakles, anak dari Zeus dan Alkmene merupakan
salah seorang pahlawan terbesar dalam mitologi Yunani
Kuno. Kemasyhurannya tak terbantahkan lagi bahkan
hingga zaman modern seperti saat ini. Di antara banyak
cerita mengenai kepahlawanannya, salah satu yang paling
terkenal adalah Dua Belas Tugas Herakles. Kedua belas
tugas tersebut dilaksanakan oleh Herakles dalam rangka
membersihkan dosa-dosa setelah membunuh keluarganya
sendiri. Salah satu ujian yang paling terkenal dari tugas-
tugas tersebut adalah tugas kedua, pertempuran Herakles
melawan seekor makhluk bernama Hidra Lerna.

Gambar 1. Lukisan pada guci yang menggambarkan Hercules

sedang melawan Hirda Lerna (Museum J. Paul Getty, Malibu,
California)™
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Dalam mitologi Yunani, Hidra adalah seekor makhluk
reptil menyerupai ular-naga dengan kepala berjumlah
sembilan buah. Di antara kesembilan kepala Hidra Lerna,
delapan tidak abadi dan satu abadi. Setiap kali Herakles
berusaha memotong kepala Hidra ini, alih-alih berkurang,
jumlah kepala Hidra tersebut justru bertambah. Setiap
kepala yang Hidra yang dipotong Herakles akan
digantikan oleh dua kepala lain yang tumbuh.

Legenda tersebut mengilhami dua orang
matematikawan, Laurence Kirby dan Jeff Paris,
menemukan Hydra Game, permainan Herakles melawan
Hidra Lerna yang direpresentasikan dalam bentuk pohon
berakar pada tahun 1982. Permainan ini merupakan
sarana pembuktian kebenaran Teorema Goodstein
mengenai Deret Goodstein. Dalam permainan ini, Kirby
dan Paris membuktikan bahwa setiap strategi rekursif
yang diterapkan pada permainan ini akan menuntun
kepada kemenangan bagi Herakles atas Hidra Lerna,
sesuai dengan Deret Goodstein yang pada akhirnya akan
konvergen ke 0.

Il. DASAR TEORI

Dasar ilmu yang digunakan pada makalah ini adalah
mengenai pohon berakar yang merupakan cabang
matematika khususnya matematika diskrit. Teorema
Goodstein berkenaan dengan Deret Goodstein yang
bersifat rekursif, serta sedikit penerapan dari Cantor
normal form.

2.1 Pohon (Tree)

Pohon merupakan suatu bentuk graf terhubung namun
tak berarah yang tidak memiliki sirkuit. Definisi dari graf
sendiri merupakan struktur diskrit yang terdiri atas
himpunan simpul (vertex) tak kosong dengan sisi (edge)
yang menghubungkan simpul-simpul tersebut. Seperti
graf pada umumnya, pohon sering digunakan sebagai
representasi model dalam memecahkan berbagai masalah.
Berikut adalah contoh pohon dan bukan pohon.



Gambar 2. G1 dan G2 merupakan pohon sedangkan G3 dan
G4 bukan pohon karena pada G3 terdapat sirkuit sedangkan graf
G4 bukanlah graf terhubung™

Misalkan untuk suatu graf (G) dengan simpul (V) dan
sisi (E) di mana G = (V,E) adalah graf tak berarah
sederhana dengan jumlah simpul n. Maka, semua
pernyataan di bawah ini adalah ekivalen:

1. G adalah pohon.

2. Setiap pasang simpul di dalam G terhubung dalam

suatu lintasan tunggal.

3. G terhubung dengan
jembatan.

G tidak mengandung sirkuit.

Jumlah sisipada G adalah e = n — 1 buah sisi.

G tidak mengandung sirkuit.

Penambahan satu sisi pada graf hanya akan
membuat satu sirkuit saja.

Berikut adalah istilah-istilah yang biasa digunakan
pada suatu pohon:

a. Akar (root): suatu simpul dikatakan sebagai akar
suatu pohon apabila simpul tersebut menjadi
simpul teratas dari suatu pohon dan memiliki aras
0.

b. Daun (leaf nodes): semua simpul yang tidak
mempunyai anak lagi.

c. Simpul dalam (internal nodes): semua simpul dari
suatu pohon yang memiliki anak dan bukan
merupakan daun.

d. Cabang (branch): jalur yang menghubungkan akar
dengan daun

e. Simpul orang tua (parent): suatu simpul dikatakan
simpul orang tua dari simpul A yang memiliki aras
H apabila simpul tersebut terhubung dengan
simpul A dan memiliki aras H-1. Suatu simpul
pada pohon maksimal memiliki satu simpul orang
tua.

f. Simpul anak (child): suatu simpul dikatakan
simpul anak dari simpul B yang memiliki aras H
apabila simpul tersebut terhubung dengan simpul
B dan memiliki aras H+1. Atau suatu simpul
dikatakan sebagai simpul anak dari simpul C
apabila simpul C adalah simpul orang tua dari
simpul tersebut.

g. Simpul bersaudara: dua atau lebih simpul
dikatakan bersaudara apabila keduanya memiliki
simpul orang tua yang sama.

h. Grandparent node: suatu simpul C dikatakan
grandparent node dari simpul E apabila simpul E

semua sisinya adalah

No oM~

memiliki suatu simpul orang tua dan orang tua dari
simpul tersebut adalah simpul C.

i. Leluhur (ancestor): leluhur dari suatu simpul
adalah setiap simpul yang terhubung pada jalur
dari simpul tersebut ke akar dan termasuk pula ke
dalamnya akar dari pohon, namun tanpa simpul
tersebut.

j. Keturunan (descendant): satu atau lebih simpul
dikatakan sebagai keturunan dari simpul D apabila
simpul D adalah leluhur dari simpul-simpul
tersebut.

k. Upapohon (subtree): pohon yang akarnya dibentuk
melalui pengambilan suatu simpul pada suatu
pohon dengan elemen dari upapohon tersebut

adalah seluruh keturunan dari simpul yang
dijadikan akar beserta sisi yang
menghubungkannya.

. Hutan (forest): kumpulan pohon yang tidak
terhubung satu sama lain.

m. Derajat (degree): jumlah upapohon atau jumah
anak pada suatu simpul.

n. Aras (level): aras dari suatu simpul adalah jumlah
sisi yang menghubungkannya dengan akar.

0. Tinggi (height) atau kedalaman (depth): aras
maksimum dari suatu pohon.

2.2 Pohon Berakar (Rooted Tree)

Pada banyak penerapan dari pohon, kerap kali sebuah
simpul dari suatu pohon dianggap sebagai akar. Dengan
menjadikan satu buah simpul sebagai pohon, setiap sisi
pada pohon tersebut dapat diberi arah. Pohon berakar
sendiri secara definisi mencakup pengertian tersebut di
mana pohon berakar merupakan sebuah pohon dengan
salah satu simpul yang dijadikan sebagai akar dan setiap
sisi memiliki arah menjauh dari akar.

(a) f g (b)

Gambar 3. Contoh pohon berakar dengan penulisan akar pada
setiap sisinya. Pada Gbr. 3(a), simpul a menjadi akar dari pohon
tersebut sedangkan pada Gbr. 3(b), simpul ¢ menjadi akar dari
pohon tersebut.

Sebagai perjanjian, telah disepakati bahwa arah-arah
yang digambarkan pada setiap sisi dari suatu pohon
berakar dapat dihilangkan. Berikut adalah contoh pohon
berakar  keluarga Dewa Zeus dengan  simpul
menggambarkan anggota keluarga sedangkan sisi
menggambarkan hubungan ayah dan anak.
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Gambar 4. Pohon keluarga Zeus

Sesuai dengan representasi pohon untuk keluarga Zeus
pada Gbr. 4 di atas, kumpulan simpul terdiri atas Zeus,
Hercules, Perseus, Ares, Aphrodite, Persephone, Phobos,
dan Deimos. Himpunan simpul tersebut menggambarkan
setiap anggota keluarga Zeus dengan Zeus sebagai akar.
Setiap sisi pada pohon berakar tersebut menggambarkan
hubungan kekerabatan yang ada di mana arah yang dituju
dari sisi tersebut adalah anggota keluarga yang
hubungannya lebih muda, misalkan anak. Sisi yang
menghubungkan Zeus dengan Herakles adalah hubungan
kekerabatan antara ayah dan anak dengan Zeus sebagai
ayah dan Herakles sebagai anak.

2.3 Teorema Goodstein

Pada tahun 1944, seorang matematikawan asal Inggris
bernama Reuben Louis Goodstein mencetuskan idenya
mengenai Deret Goodstein melalui makalahnya yang
berjudul On the Restricted Ordinal Theorem. Menurut
Teorema Goodstein, setiap Deret Goodstein pada
akhirnya akan menuju ke 0. Deret Goodstein tersebut
didefinisikan dalam sebuah konsep yang disebut notasi
turunan basis n. Pada notasibasis n, apabila terdapat suatu
n di mana n adalah bilangan asli lebih besar dari 1, maka
terdapat m € N sedemikian rupa sehingga m merupakan
penjumlahan dari perpangkatan n dengan suatu koefisien
tertentu.

m= aqn*+aq_n"t+-+a @

Dengan setiap koefisien a; memenuhi 0 < a; < n dan
a, # 0. Berikut adalah contoh representasi turunan dari
53 dalam notasi basis 2, 266 dalam notasi basis 2, 100
dalam notasi basis 3 sesuai dengan persamaan (1):

53=32+16+4+1=25+2%+22 421
266 = 256 + 8+ 2 =28 +23 4+ 21
100 =81+18+1=3*+2.3%2+3°

Kedua contoh di atas tidak ditulis dalam bentuk notasi
turunan basis n. Untuk mengubah suatu representasi basis
n ke notasi turunan basis n, hal pertama yang perlu
dilakukan adalah mengubah seluruh pangkat eksponen di
dalam di dalam setiap bilangan eksponen yang ada ke
dalam representasi notasi basis n sampai setiap angka

yang terbentuk adalah n atau kurang.
Berikut adalah notasi turunan basis n dari tiga contoh
sebelumnya:

53 = 22°+1 4 22% 4 22 4 21
266 = 22771 4 p2+1 4 o1
100 = 33+1 +2.32 4+ 30

Melalui bentuk notasi turunan basis n tersebut,
terbentuklah suatu deret bernama Deret Goodstein atau
G (m) dengan m adalah urutan bilangan asli. Pada setiap
Deret Goodstein, ambil sebuah bilangan asli positif m
yang direpresentasikan dengan notasi turunan dengan
basis n. Elemen pertama dari deret G(m) adalah m
sendiri. Untuk mendapatkan elemen selanjutnya dari deret
G (m), adalah dengan menuliskan m dalam bentuk notasi
basis n. Setelah itu, ubah seluruh n menjadi n + 1 dan
kurangi hasilnya dengan angka 1. Langkah tersebut terus
dilakukan sampai didapatkan hasil akhir 0.

Basis Notasi Turunan Nilai
2 2V +1 3
3 3'+41-1=31 3
4 [4'-1=3=4"-1 3
5 5042-1=2=5+1 2
6 6°+1-1=1=6" 1
7 79-1=0 0
Tabel I. Deret Goodstein G(3) untuk m = 3 dan basis awal

n=2

Dari tabel di atas, dapat disimpulkan bahwa secara
rekursif, Deret Goodstein yang dimulai dengan m di mana
(m), = mdan k > 1 didefinisikan sebagai:

_ Re+1 (M) —1, (M) >0
(m)k+1 - {0’ (m)k =0 )]
Sesuai fungsi rekursif di atas, Deret Goodstein

merupakan deret rekursif dengan basis 0. Untuk nilai m
yang tidak terlalu besar, maka mudah untuk dilihat bahwa
Deret Goodstein untuk nilai tersebut akan menuju ke 0.

(1) =1

Dy =R1 -1=0
(@) = 2

2y =R,2)-1=3-1=2
2, =R;2)-1=2-1=1
(23 =R1)-1=1-1=0
(3) =3

3y =R3B)-1=3+1-1=3
(3, = RB)-1=3

(3)s = RB)-1=2

(3 = Rs@) — 1 =1

(3)s = Re(1) — 1 =0
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Namun, untuk nilai m > 3, menemukan
kekonvergenan menuju O dari Deret Goodstein tidak
semudah contoh-contoh di atas.

(4)o = 4

4), =R,(4)-1=3*-1=26

(4), =R;(26) —1=2.4*+24+2-1=41
(4); =R, (41) —1=2.52425+1-1=60
(4), =Rs(60) —1=2.6*+2.6—1=83
(4)s =Rs(83)—1=2.724+7+5—-1=109
(4)s =R,(109)—1=2.824+8+4—1= 139

Pada G(4) seperti contoh di atas, Deret Goodstein
berkembang begitu cepat pada setiap langkah rekursif
yang dilakukan. Tetapi, G (4) mencapai maksimum pada
3.2%02653210 _ 1 tetap berada pada nilai tersebut
sebanyak 3.2%02653209 |angkah, lalu nilainya mulai
menurun, konvergen ke 0. Hal ini berlaku pula untuk nilai
m lain dengan m >4 pada G(m) di mana Deret
Goodstein G(m) akan berkembang begitu cepat hingga
akhirnya mencapai batas maksimum dari deret tersebut
lalu menurun hingga akhirnya konvergen ke 0 meski
dengan jumlah elemen deret yang begitu banyak.

2.4 Cantor Normal Form

Cantor normal form menyediakan cara standardisasi
penulisan bilangan. Misalkan x sebagai suatu bilangan
ordinal dan misalkan k adalah bilangan asli. w dalam hal
ini melambangkan bilangan tak hingga minimum
pertama.

x =wPlc, + -+ wPhc,

Sesuai rumus di atas, (f;) adalah deret menurun di
mana dengan meningkatnya i maka nilai 8; akan menurun
atau dapat pula dituliskan bahwa B, > g, > B3 > ==+ >
By serta (c;)adalah bilangan positif tidak nol. Dalam hal
ini, w, = 1, w; = w, dan secara general, w, ,; = w*".

2.5 Tugas Kedua Herakles Melawan Hidra Lerna

Menurut mitologi yang ada, Herakles dalam rangka
pembersihan dosa, mendapat beberapa tugas dari
Eurystheus. Tugas kedua yang ia dapatkan adalah
membunuh Hidra Lerna yang hidup di dekat rawa Lerna,
sebelah selatan Mycenae.

As a second labour he [Eurystheus] ordered him to kill
the Lernean hydra.

That creature, bred in the swamp of Lerna, used to go
forth into the plain and ravage both the cattle and the
country.

Now the hydra had a huge body, with nine heads, eight
mortal, but the middle one immortal ...

By pelting it with fiery shafts he forced it to come out,

and in the act of doing so he seized and held it fast.

But the hydra wound itself about one of his feet and
clungto him.

Nor could he effect anything by smashing its headswith
his club, for as fast as one head was smashed there grew
up two...[3]

Sesuai dengan kutipan di atas, Hidra Lerna mampu
membinasakan ternak di ladang. Darahnya beracun dan
bahkan ada pula yang mengatakan bahwa napasnya dapat
mematikan. Menurut deskripsi Apollodorus, Hidra Lerna
memiliki kepala sejumlah sembilan buah. Setiap kali
Herakles berusaha memotong kepalanya, alih-alih
berkurang satu, justru tumbuh dua buah kepala Hidra
yang baru.

Menurut  legenda, Herakles diharuskan untuk
memotong kepala abadi dari Hidra agar dapat dikalahkan.
Pada akhirnya, atas bantuan lolaos, sepupunya, Herakles
mampu menyelesaikan tugas kedua ini dengan cara setiap
kali berhasil memotong kepala dari Hidra Lerna, mereka
harus menggunakan obor untuk membakar leher tersebut
agar tidak menumbuhkan kepala lain yang tidak ada
habisnya.

I1l. REPRESENTASI POHON BERAKAR PADA
PERMAINAN HIDRA

Hydra Game, diciptakan oleh Laurence Kirby dan Jeff
Paris, merupakan sebuah permainan yang
menggambarkan Herakles, salah seorang pahlawan
termasyhur Yunani, yang sedang menyelesaikan tugas
keduanya dalam rangka pembersihan dosa. Tugas kedua
Herakles tersebut tidak lain adalah membunuh Hidra
Lerna, salah satu mahluk paling mengerikan dalam
mitologi Yunani Kuno.

Pada permainan ini, Hidra direpresentasikan dalam
bentuk pohon berakar yang dapat diibaratkan sebagai
himpunan terbatas dari beberapa segmen garis atau sisi
(edge) dengan setiap garisnya menghubungkan dua buah
simpul (node). Sebagai pohon berakar, setiap simpul pada
Pohon Hidra ini terhubung ke satu buah simpul yang
ditetapkan sebagai akar pohon. Daun dari sebuah pohon
berakar adalah simpul yang hanya memiliki satu buah sisi
yang terhubung padanya dan simpul tersebut bukan
merupakan akar. Maka dari itu, kepala dari Hidra adalah
daun beserta sisi yang terhubung padanya.

o— daun

/kepala

N \ segmen/sisi
simpul

akar

Gambar 5. Representasi Hidra dalam bentuk pohon berakar!®
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Sesuai dengan apa yang diceritakan pada legenda,
mengalahkan seekor Hidra bukanlah perkara yang mudah
bahkan bagi Herakles sekalipun. Setiap kali Herakles
memotong salah satu saja kepala dari Hidra, maka alih-
alih kepala Hidra yang semula berjumlah sembilan dapat
berkurang, kepala dari Hidra tersebut justru tumbuh
kembali dengan jumlah dua kali lipat. Sama halnya
dengan apa yang ada pada kisah tersebut, Hidra dalam
permainan ini juga memiliki perilaku yang serupa namun
memiliki beberapa keadaan khusus. Jika dalam legenda
Herakles harus membakar kepala setiap Hidra yang ia
potong agar tidak tumbuh lagi, kali ini Herakles harus
mencari cara lain karena pada permainan ini tidak ada
satupun korek apalagi obor yang tersedia.

Jika Hidra diibaratkan sebagai sebuah pohon berakar
bernama H dengan n adalah stage, maka (H,n)
melambangkan  Permainan  Hidra yang sedang
berlangsung.

Berikut adalah tata aturan dalam Permainan Hidra:

1. Pada setiap stage, Herakles dapat menentukan

kepala mana yang ingin dia potong.

2. Apabila kepala (leaf node) yang dipotong oleh
Herakles tidak memiliki grandparent node maka
kepala Hidra akan hilang tanpa mengalami
penambahan jumlah.

3. Apabila kepala (leaf node) yang dipotong oleh
Herakes memiliki grandparent node maka kepala
Hidra akan bertambah sejumlah perkalian dari n
dengan upapohon yang terhubung ke simpul orang
tua dari kepala yang baru saja dipotong dengan.

4. Herakes akan menang saat kepala Hidra sudah
habis yang direpresentasikan dengan Pohon Hidra
yang kosong.

Berikut adalah contoh hal yang dapat terjadi akibat

pemotongan kepala Hidra oleh Herakles pada setiap stage
yang ada:

(a) potong  (b)
akar di sini akar
Gambar 6. Hasil pemotongan kepala Hidra menurut tata turan
2. Gbr. 6(a). menggambarkan keadaan Hidra sebelum dipotong
kepalanya dan Gbr. 6(b) menggambarkan keadaan Hidra setelah
dipotong kepalanya.

Sesuai dengan Gbr. 6(a), pemain sebagai Herakles
memilih untuk memotong kepala yang berwarna merah.
Karena simpul tersebut tidak memiliki grandparent node,
maka berlaku tata aturan nomor 2 yaitu kepala yang
dipotong akan hilang dan tidak ada penambahan simpul

lain dalam bentuk apa pun sesuai yang ada pada Gbr.
6(b). Kondisi seperti ini tidak terpengaruh oleh n (stage)
karena jumlah kepala pada Pohon Hidra hanya akan
berkurang 1.

potong
di sini

(b)

akar akar
dilcC

(c)
akar
Gambar 7. Hasil pemotongan kepala Hidra menurut tata
aturan 3. Gbr. 7(a) menggambarkan keadaan Hidra sebelum
dipotong kepalanya sedangkan Gbr. 7(b) dan Gbr. 7(c)
menggambarkan alternatif keadaan Hidra setelah dipotong
kepalanya.

Selain itu, kondisi seperti pada Gbr. 7 juga dapat terjadi
menurut tata aturan Permainan Hidra poin ketiga. Kali ini,
kepala Hidra yang dipotong oleh Herakles disimbolkan
dengan simpul berwarna cokelat sesuai dengan Gbr. 7(a)
Jika ditelusuri, simpul cokelat ini memiliki grandparent
node yang juga merupakan simpul ayah dari simpul hijau.
Maka dari itu, alih-alih jumlah kepala Hidra berkurang
sebanyak satu, kepala Hidra justru bertambah menurut
aturan perkalian jumlah kepala yang terhubung dengan
simpul orangtua yang sama dengan simpul cokelat.
Dalam hal ini, kepala yang dimaksudkan disimbolkan
dengan simpul biru dan simpul ungu. Jumlah penambahan
kepala Hidra berdasarkan pada stage permainan (n).
Untuk n =2, jumlah kepala Hidra akan bertambah
sebanyak 2 x n =4 seperti pada Gbr. 7(b), sedangkan
untuk n =3, jumlah kepala Hidra akan bertambah
sebanyak 3 X n = 6 seperti pada Gbr. 7(c)

Selain itu, Hidra yang ada dapat pula direpresentasikan
dalam bentuk senarai (list) yang berasal dari Pohon Hidra
yang dibaca secara berurutan dari kiri ke kanan. Misalkan
nil merepresentasikan senarai kosong, concat (x,y)
adalah senarai yang didapatkan dari penggabungan x
dengan y di mana x adalah elemen lebih kiri jika
dibandingkan dengan senarai y yang lebih kanan.

Untuk contoh pada Gbr. 6(a), dapat dituliskan sebagai
berikut dengan aturan [ = concat (nil, nil).

concat (1, concat(concat (concat(l, concat(l,
nil)), concat (I, nil)), concat (1, nil)))

Asumsikan dua buah fungsi left (concat (x,y)) = x
dan  right(concat(x,y)) =y  mengambil elemen
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pertama dari senarai tidak kosong dan sisa dari senarai
(tail). Maka pertandingan antara Herakles dan Hidra dapat
diubah menjadi fungsi rekursif sebagai berikut.

H,y ()

nil x = nil

Hn 00 = {Hn+1(Dn(x)) x # nil
(left(x) left(x) = nil
D,(x) = {Fn (right(left(x)),right(x)) left(left(x)) = nil

tconcat (Dn(left (x)),right (x)) lainnya
(v x) = {x n=20
Buly,x) = concat(y, f,_, (v, %)) n#0

H,(x) pada fungsi rekursif di atas menggambarkan
Hidra dengan x sebagai sebagai Hidra awal, dimulai pada
stage n. Permainan akan berakhir saat x = nil pada
fungsi rekursif H,, di mana itu berarti Hidra telah berupa
pohon kosong. Fungsi rekursif D, menentukan apakah
Herakles melakukan langkah yang sesuai dengan tata
aturan nomor 2 atau 3. Selanjutnya, digunakan FE, untuk
menghasilkan kepala baru sejumlah perkalian stage (n)
dengan dengan y = right(left (z)) sampai x.

Menurut Kirby dan Paris, Herakles akan menang dan
ini hanya bergantung pada masalah waktu yang berimbas
pada jumlah stage yang harus dimainkan dan bukan
permasalahan lagi bahwa kemenangan itu akan Herakles
dapatkan atau tidak karena setiap strategi rekursif yang
diterapkan oleh Herakles selamanya akan berujung pada
kemenangan.

IV. PENGGUNAAN TEOREMA GOODSTEIN PADA
PERMAINAN HIDRA

Teorema Goodstein mengenai Deret Goodstein yang
pada akhirnya akan konvergen ke 0 dapat
direpresentasikan melalui permainan Herakles melawan
Hidra Lerna ini. Melihat kembali pada Deret Goodstein
yang dikatakan konvergen ke 0, cukup sulit untuk
membuktikan Deret Goodstein dengan elemen pertama
yang cukup besar karena deretnya akan naik membesar
secara cepat, bahkan mungkin bisa mencapai tak hingga.
Masalah di sini adalah bagaimana cara menemukan nilai
penurunan dari angka tak hingga pada suatu Deret
Goodstein.

Dalam rangka membuktikan Teorema Goodstein
tersebut, kita mendefinisikan sebuah aturan mengenai
urutan dari kumpulan bilangan asli dalam Cantor normal
form.

1. Urutan pertama berisi

0,1,2,3,...

2. Definisikan w sebagai angka yang muncul setelah
bilangan asli atau dapat dikatakan sebagai elemen
pertama bilangan tak hingga.

3. Hitung nilai yang muncul setelah w, yaitu w +

bilangan asli, yaitu

lLw+2,w+3w+4..

4. Seperti yang telah dilakukan pada langkah ketiga,
definisikan setelah 2w, 3w, 4w, 5w, .... Hitung pula
angka yang muncul di antara nw tersebut seperti
pada langkah 3.

5. Definisikan w? sebagai angka yang muncul setelah
semua angka pada pada langkah 4. Ulangi langkah
3 sampai 4 untuk mendefinisikan angka-angka
seperti 2w?,3w?, 4w? 5w?,.. beserta angka-
angka yang berada di antaranya.

6. Definisikan pula w3, w* w®, w®, ... beserta angka-
angka yang berada di antaranya.

7. Deklarasikan pula w®, a)“’w,a)“’ww,... beserta
angka-angka yang berada di antaranya.

Berdasarkan aturan di atas, maka kita dapat

mendefinisikan urutan dari bilangan tak hingga sebagai

berikut.

1<2<3<<n<n+1<n+2<--
<w<wt+l<w+n<w+n+1l1<--
<2< <nw < < wr< <<

w

< w® < - <www < e < www < ves

Sesuai dengan aturan di atas, maka kita bisa mengambil
contoh untuk beberapa elemen pada Deret Goodstein.
Misal untuk contoh-contoh sebelumya, terdapat dua buah
notasi turunan basis n dengan n = 2 dan n = 3 sebagai
berikut.

G, =53=32+16+4+1=2%+2*+22+21
G, =100 =81+18 +1=3*+2.3%+3°

Untuk mengubah 53 yang dinotasikan pada basis 2 ke
dalam w, maka ubah semua 2 ke bentuk w. Hal yang
sama berlaku pula untuk 100, ubah semua bentuk 3 ke
dalam bentuk w.

G, =53 =0+ o*+0?+ !
G, =100 = w* + 2. w? + w°

Untuk menjadikan suatu Pohon Hidra sebagai landasan
pembuktian Teorema Goodstein, perlu digambarkan
kompleksitas dari Pohon Hidra yang terbentuk melalui
beberapa tahap secara rekursif. Berikut langkah-langkah
untuk mendefinisikan kompleksitas dari Pohon Hidra:

1. Tulis angka 0 pada setiap daun yang ada.

2. Turun satu simpul ke simpul orangtua dari setiap
daun. Nilai dari simpul ini adalah jumlah dari daun
yang terhubung ke simpul ini.

3. Turun satu simpul. Jika hanya terdapat satu buah
simpul anak dari simpul tersebut, maka nilai dari
simpul ini adalah w*, dengan L adalah nilai dari
simpul anak dari simpul tersebut. Jika simpul
tersebut memiliki lebih dari satu anak dengan nilai
L, L,, ..., L, maka nilai dari simpul tersebut adalah
wlt+ @l + - + @ln,

4. Lakukan kembali langkah 1-3 sampai mencapai
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akar dari Pohon Hidra. Kompleksitas dari Hidra
merupakan nilai dari akar Pohon Hidra tersebut.
Berikut adalah contoh perhitungan kompleksitas suatu
Pohon Hidra.

1+0%

oHo®

(V] + @

Gambar 7. Bentuk penulisan kompleksitas dari pohon Hidra
yang terdapat pada Ghr. 5.

Misalkan (H,n) merepresentasikan konfigurasi
Permainan Hidra dan S sebagai strategi yang telah
diambil oleh Herakles. Lalu, (H); sebagai Hidra yang
baru setelah strategi S digunakan kepada H pada stage n.
Ini berarti konfigurasi permainan selanjutnya setelah S
digunakan adalah ((H)$,n + 1). Menurut Kirby dan
Paris, untuk strategi S apapun, Hidra H, serta bilangan
asli n, maka didapatkan H >,. (H); yang berarti
representasi Hidra pada stage n lebih besar daripada
representasi Hidra pada stage n + 1 setelah menggunakan
strategi S.

Untuk membuktikan bahwa Herakles akan selalu
memenangkan pertempuran melawan Hidra, terdapat dua
hal yang harus digaris bawahi, yaitu:

1. Jika Herakles memotong kepala yang memiliki
kurang dari dua leluhur atau itu berarti kepala yang
Herakles potong terhubung pada akar Pohon
Hidra, maka total kepala yang ada akan berkurang
sebanyak 1. Atau jika pada saat sebelumnya Pohon
Hidra didefinisikan sebagai H, maka hasil yang
didapat setelah pemotongan simpul tersebut adalah
H —-1.

2. Jika Herakles memotong kepala yang memiliki dua
atau lebih leluhur dan jika Herakles sedang berada
pada stage n, maka suatu w**! akan berubah
menjadi w*n yang memiliki kompleksitas yang
lebih kecil sesuai dengan aturan deret yang telah
dijelaskan sebelumnya. Atau jika pada saat
sebelumnya grandparent node didefinisikan
sebagai G = w*, maka hasil pemotongan kepala
Hidra akan menjadi G = nw®™' untuk n yang
terbatas.

Sesuai dengan dua hal di atas, maka setiap kali

Herakles memorong kepala Hidra, maka kompleksitas

dari pohon tersebut akan terus berkurang. Hal itu berarti
strategi apapun yang diterapkan oleh Herakles pada
permainan ini akan selalu dapat membunuh Hidra, atau
dapat dikatakan bahwa setiap strategi adalah strategi
kemenangan. Dengan berlakunya teori tersebut, maka
dapat dibuktikan pula bahwa Deret Goodstein memang
konvergen ke 0.

V. KESIMPULAN

Deret Goodstein merupakan deret bilangan asli yang
menurut Teorema Goodstein akan menuju ke 0 di mana
deret tersebut memang merupakan sebuah deret rekursif
dengan basis 0. Kirby dan Jeff, dua orang matematikawan
yang menemukan fakta bahwa teorema tersebut tidak
dapat dibuktikan dengan Aritmetika Peano. Maka dari itu,
melalui Permainan Hidra yang merepresentasikan Deret
Goodstein, Kirby dan Jeff memastikan bahwa Deret
Goodstein memang konvergen ke 0 karena untuk strategi
rekursif apapun yang dilakukan pada permainan tersebut
akan menuntun pada kemenangan Herakles.

Pembuktian kekonvergenan dari Deret Goodstein ke
angka 0 dapat dilihat dari fakta dua hal yang terjadi setiap
Herakles memotong kepala Hidra, yaitu:

1. Apabila kepala yang dipotong oleh Herakles tidak

memiliki grandparent node, maka jumlah kepala
akan berkurang satu (H,,,, = H, — 1).

2. Apabila kepala yang dipotong oleh Herakles
memiliki grandparent node, maka nilai dari
grandparent node akan turun kompleksitasnya dan
berkurang untuk n yang terbatas atau jika G, =
w*maka G, ,, = no* 1

Sesuai dengan dua aturan di atas, maka memang benar
strategi rekursif yang dilakukan dalam permainan ini akan
selalu menuntun kepada kemenangan Herakles dan
sekaligus membuktikan bahwa Deret Goodstein memang
konvergen ke 0.
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