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Abstract — Pada sebuah perusahaan, di mana
terdapat n orang pekerja  untuk n pekerjaan.
Persoalan  dimana setiap orang mendapatkan
pekerjaan, satu orang untuk tiap pekerjaan, di mana
pekerjaan tersebut merupakan kualifikasi dari pekerja
yang melakukannya disebut “personnel assignment
problem”.  Persoalan  “personnel  assignment
problem” digunakan untuk menyelesaikan berbagai
macam persoalan optimasi, misalnya meminimalisir
biaya pekerja dalam sebuah proyek, mencari posisi
seorang pemain yang tepat dalam sebuah tim sepak
bola, mencari kemangkusan maksimal dari beberapa
orang pekerja, dsb.

Untuk  menyelesaikan  “personnel  assignment
problem” ini digunakan algoritma yang disebut
“Hungarian method”. Hungarian method dapat
direpresentasikan dengan dua macam cara, yaitu
dengan graf bipartit dan matriks. Representasi
dengan graf bipartit biasanya digunakan untuk proses
maksimasi, sebaliknya representasi dengan matriks
digunakan untuk proses minimasi.

Kata Kunci: personnel assignment problem,
Hungarian method, optimasi, graf bipartit, matriks.

1. PENDAHULUAN

Pada 1955, Harold Kuhn, seorang matematikawan
Amerika mempublikasikan  Hungarian — Method.
Hungarian ~ Method adalah sebuah algoritma
kombinasional untuk optimasi yang dapat digunakan
untuk menemukan solusi optimal dari permasalahan
personnel assignment problem. Algoritma ini diberi
nama Hungarian Method untuk menghormati dua
orang matematikawan asal Hungaria, yaitu Dénes
Konig dan Jend Egervary.

Di tahun 1957, James Raymond Munkres seorang
Professor Emeritus of mathematics dari MIT merevisi
algoritma Kuhn dan oleh karena itu algoritma ini
sering disebut Kuhn Munkres algoritma. Kompleksitas
waktu dari algoritma ini adalah . Namun,
Edmons dan Krap menemukan modifikasi untuk
merubah kompleksitas waktu algoritma ini menjadi

Ada dua macam interpretasi dari algoritma ini, yaitu
dengan matriks dan graf bipartit. Matriks adalah
susunan skalar elemen-elemen dalam bentuk baris dan

kolom. Di dalam matriks A yang berukuran m baris
dan n kolom (m x n), adalah elemen matriks pada
baris ke- dan kolom ke- .

a1 Qg2 Ain
Az Qpzp Azn
An1  Qn2 Ann

Gambar 1: Matriks berukuran n x n
Graf merupakan pasangan himpunan dimana :
= himpunan tidak kosong dari simpul-simpul

(simpul) =
= himpunan dari sisi-sisi  (sisis) yang
menghubungkan  sepasang  simpul =

Graf bipartit adalah graf dimana simpulnya dapat
dibagi menjadi dua himpunan disjoint dan . Pada
graf bipartit , setiap sisi pada  menghubungkan
sebuah simpul pada  dengan sebuah simpul pada

Setiap pasang simpul pada , demikian pula pada
tidak bertetangga satu sama lain. Apabila setiap
simpul pada  bertetangga dengan setiap simpul pada

, maka graf  disebut graf bipartit lengkap.

Gambar 2: Graf bipartit

2. INTERPRETASI MATRIKS HUNGARIAN

METHOD
€11 Ci2 €13 - Cin
€21 Cap Coz .. Czp
C=
Cn1 Cn2 Chz  ++ Cpn

Gambar 3: Matriks C berukuran n x n



Permasalahan personnel assignment problem banyak
ditemui dalam kehidupan sehari-hari. Misalkan, dalam
matriks di atas, ¢;; = upah yang harus diberikan
kepada pekerja ke-i untuk pekerjaan ke-j. Sebuah
perusahaan ingin memperkerjakan n orang pekerja
untuk menyelesaikan n buah pekerjaan dengan jumlah
upah yang minimal. Untuk itu, perusahaan tersebut
harus memilih tepat 1 elemen dari tiap baris dan tiap
kolom, di mana jumlah keseluruhan dari elemen-
elemen yang dipilih seminimal mungkin. Apabila
matriks  yang  terbentuk  bukanlah  matriks
bujursangkar, yaitu jumlah pekerja # jumlah
pekerjaan, maka harus dibentuk sebuah matriks
perluasan dengan cara menambah baris atau kolom
bernilai 0.

2.1. Algoritma Hungarian Method untuk matriks

1. Cari elemen tiap Dbaris dalam
matriks dengan nilai minimum.
Kurangkan semua elemen dalam
baris tersebut dengan elemen
baris bernilai minimum.

2. Cari elemen tiap kolom dalam
matriks dengan nilai minimum.
Kurangkan semua elemen dalam
baris tersebut dengan elemen

kolom bernilai minimum.
3. Buat garis yang melingkupi semua
elemen bernilai nol.
4. Lakukan pengecekan
a. Jika Jjumlah garis = n, maka
pilih kombinasi dari elemen-
elemen matriks, dimana jumlah
kombinasi tersebut = 0.
b. Jika jumlah garis < n,
langkah ke-5.
5. Cari elemen dengan nilai minimum

lakukan

yang tidak terlingkupi oleh
garis. Kurangkan elemen dengan
nilai minimum dengan elemen-
elemen yang tidak terlingkupi
garis lainnya. Tambahkan elemen
dengan nilai minimum dengan
elemen-elemen vang terlingkupi
garis horisontal dan garis
vertikal. Apabila hasil
pengurangan memberikan hasil
negatif, maka elemen dengan nilai

minimum tidak perlu dikurangkan.
Kembali ke langkah ke-3.

6. Catatan Apabila persoalan yang
dihadapi adalah persoalan
memaksimalkan, kalikan matriks C
dengan skalar -1.

Contoh persoalan :

Sebuah perusahaan konstruksi bangunan memiliki

empat buah buldoser. Keempat buah buldoser itu

memiliki jarak yang berbeda-beda terhadap lokasi
pembangunan seperti terlihat dalam tabel berikut :
Tabel 1. Tabel Jarak Buldoser-Lokasi Pembangunan

Jarak ke Lokasi Pembangunan
(km)

1 2 3 4

90 75 75 80

Buldoser 35 85 55 65

125 95 90 105

AN —

45 110 95 115

Tempatkan masing-masing buldoser pada sebuah
lokasi pembangunan dimana jumlah keseluruhan jarak
ke lokasi pembangunan dibuat seminimal mungkin.

Solusi dari permasalahan tersebut adalah :

1. Bentuk matriks berukuran 4 x 4, dan kemudian
cari elemen dengan nilai minimum pada tiap
baris.

90 75 75 80
35 85 55 65
125 95 90' 105
45 110 95 115

Kurangkan elemen dengan nilai minimum pada
tiap baris dengan semua elemen pada baris
tersebut.

15 0 0 5
0 50 20 30

35 5 0 15
0 65 50 70

2. Cari elemen dengan nilai minimum pada tiap

kolom.
15 (02 (0 (5)
" 9/‘, 5 20 30
35 5 0 15
0 65 50 70

Kurangkan elemen dengan nilai minimum pada
tiap kolom dengan semua elemen pada kolom
tersebut.

15 0 0 0
0 50 20 25

35 5 0 10
0 65 50 65

3. Buat garis yang melingkupi semua elemen

bernilai nol.




B I R A SR
a 50 20 25
=35 --5---0- 10
0 65 50 65

Lakukan pengecekan :
(jumlah garis =3) < (n=4)
maka, lanjutkan ke langkah ke-5.

Cari elemen dengan nilai minimum yang tidak
terlingkupi oleh garis. Dalam matriks ini, elemen
tersebut adalah (2,3) dengan nilai 20.

15000
0 50 20, 25
--35_.5...0._10__.
d 65 50 65

Kurangkan elemen dengan nilai minimum yang
tidak terlingkupi garis tersebut dengan elemen-
elemen yang tidak terlingkupi garis lainnya.
Tambahkan elemen dengan nilai minimum
dengan elemen-elemen yang terlingkupi garis
vertikal dan horisontal (yaitu elemen (1,1) dan

3,1)).

350 0 0
0 30 0 5

55 5 0 10
0 45 30 45

Kembeali ke langkah ke-3.

____I ___O___b__o____
0 30 D 5
5 5 (0 10
a0 45 3D 45
Lakukan pengecekan :

(jumlah garis = 3) < (n=4)

Lakukan kembali langkah ke-5 :

Cari elemen dengan nilai minimum yang tidak
terlingkupi oleh garis. Dalam matriks ini, elemen
tersebut adalah (2,4) dengan nilai 5.

B
0 30 05
55 5 0 10
qQ 45 30 45

Kurangkan elemen dengan nilai minimum dengan
elemen-elemen  yang tidak terlingkupi garis
lainnya. Tambahkan elemen dengan nilai
minimum dengan elemen-elemen yang
terlingkupi garis vertikal dan garis horisontal
(yaitu elemen (1,1) dan (1,3)).

40 0 5 0

0 25 0 O
55 0 0 5
0 40 30 40

----58--0--0--5--
05 40 30 40

Lakukan pengecekan :
(jumlah garis =4) = (n =4)

Kita lihat posisi dari elemen-elemen yang bernilai
0. Posisi dari elemen bernilai 0 adalah kombinasi
yang mungkin. Dalam kasus ini, kita mempunyai
dua kemungkinan kombinasi :

1. Buldoser 1 : Lokasi pembangunan 4 (80 km)
Buldoser 2 : Lokasi pembangunan 3 (55 km)
Buldoser 3 : Lokasi pembangunan 2 (95 km)
Buldoser 4 : Lokasi pembangunan 1 (45 km)
Jumlah jarak =(80+55+95+45)km

=275 km

2. Buldoser 1 : Lokasi pembangunan 2 (75 km)
Buldoser 2 : Lokasi pembangunan 4 (65 km)
Buldoser 3 : Lokasi pembangunan 3 (90 km)
Buldoser 4 : Lokasi pembangunan 1 (45 km)
Jumlah jarak =(75+ 65+ 90 +45)km

=275 km

3. INTERPRETASI GRAF BIPARTIT
HUNGARIAN METHOD

3.1. Matching

Matching M pada graf G adalah himpunan dari sisi-
sisi pada G, dimana tidak satupun di antaranya adalah
loop,yaitu tidak ada dua sisi pada M yang mempunyai
titik akhir yang sama. Matching M saturates simpul u
pada G, maka u disebut M-saturated, jika u adalah
titik akhir dari sisi pada M; jika tidak , u disebut M-
unsaturated. Simpul u dan v dikatakan matched dalam
M jika uv € M.

Matching pada G yang saturates setiap simpulnya
dikatakan perfect matching. Matching M pada G
dengan jumlah terbesar sisi dibandingkan dengan
matching lainnya pada G disebut maksimum matching.
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Gambar 4: Maksimum matching dan bukan perfect ,
maximal matching yang bukan
maksimum, dan perfect matching pada graf.

Misalkan M adalah matching dan P adalah lintasan
pada graf G. lintasan P disebut M-alternating jika sisi-
sisi pada P terbentang dalam M dan berada pada E(G)
- M. lintasan P dengan sedikitnya satu sisi disebut M-
augmenting jika lintasan ini M-alternating dan kedua
titik akhir dari P merupakan M-unsaturated.

Teorema Berge Matching M pada graf G akan
maksimum jika dan hanya jika G tidak mengandung
lintasan M-augmenting.

Bukti : Asumsikan M merupakan maximum matching
pada G. Misalkan, G mengandung lintasan M-
augmenting P = vyv,... v. Perhatikan bahwa & jumlah
sisi pada P) harus berjumlah ganjil karena setiap sisi
lain melewati M, dan vyv; dan v, ,v; keduanya tidak
melewati M.

Didefinisikan himpunan sisi-sisi M’ € (G) dimana
M = (M= {vivy, vavs, oo, ViaViel}) U
{V()V], WVs, ..., Vk_IVk} .............. (])

Maka, M’ merupakan matching pada G dengan nilai
M’| = |M| + 1, yang berkontradiksi dengan
maksimalitas dari M. Oleh karena itu, G tidak
mungkin mempunyai lintasan M-augmenting.

Gambar 5: Dua matching M dan M*pada graf G: komponen
terhubung dari ketidaksamaan mereka, G[M @ M*] adalah
lintasan dan sirkuit dengan sisi yang alternating antara

Untuk himpunan S €V (G) dari simpul pada graf G,
didefinisikan neighbourhood dari S sebagai
NG(S) = {x €V (G) : x ~G u untuk beberapa u €S}

Teorema Hall Misalkan G adalah graf bipartit
dengan bipartition (X; Y ). Maka G mengandung
sebuah

matching yang memenuhisetiap simpul di X jika dan
hanya jika

IN(S)|> |S| untuk setiap S € X.

Bukti : Asumsikan G mengandung matching M yang
saturates tiap simpul di X. Misalkan S adalah subset
dari X. Karena tiap simpul in S matched ke simpul di
N(S) dalam M, dan karena dua simpul berbeda di S
matched ke dua simpul berbeda di MN(S), kita
mempunyai |N(S)| >| S|.

Asumsikan G memenuhi (*), dan misalkan G tidak
mempunyai matching yang saturates tiap simpul

dari X. Misalkan, M* menjadi maksimum matching
dariG. Maka, akan terdapat simpul u di X yang M*-
unsaturated. Didefinisikan himpunan simpul in G:

Z={v €V (G) : akan terdapat lintasan M*- alternating
dari u ke v}, dimana

S=ZNX

T=ZNY

Karena M* is a maksimum matching dan u is M*-
unsaturated, oleh Teorema Berge , u adalah satu-
satunya simpul M*-unsaturated dalam Z (sebaliknya,
kita akan memiliki sebuah lintasan M*-augmenting,
berkontradiksi dengan maksimalitas dari M*). Oleh
karena itu, tiap simpul in S - {u} matched dalam M * ke
sebuah simpul unik dalam 7 dan sebaliknya, dan jika
[T =1S] - 1.

Oleh definisi dari S dan 7, terlihat jelas N(S) = T.
namun kemudian |N(S)| = [T] = |§] - 1 <
|S],berkontradiksai dengan asumsi (*).

Corollary Jika G adalah k-regular graf bipartit
dengan k > 0, maka G mempunyai perfect matching.

Bukti : Misalkan G menjadi k-regular graf bipartit
with bipartition (X; Y ). Karena G k-regular, kita
memiliki |E| = |X| dan, lain kata,|E| = k|Y |. Karena k
> 0, kita dapat menyimpulkan bahwa |X] = |Y |.

Kita dapat membuktikan kondisi cukup (*) dari
Teorema Hall dipenuhi. Misalkan S adalah subset of
X. Lebih jauh lagi, misalkan Eg dan Ey, adalah set
dari sisi-sisi yang bertetangga dengan simpul pada S
dan N(S). Dari definisi N(S), kita mendapatkan Eg €
EN(S)-

Oleh karenanya,

KIN(S)| = |Ensy ZIEs| = kIS|ooecvvveee e (2)

ini menunjukkan bahwa |N(S)| > |S| untuk setiap S &
X. Dari Teorema Hall, didapatkan bahwa G memiliki
matching M yang memenuhi tiap simpul di X. Tapi,
karena |X| = |Y|, matching tersebut pastilah perfect
matching .

Corollary di atas sering disebut sebagai the marriage
theorem, karena colloraly ini dapat diutarakan dengan
statemen :

Jika setiap gadis di sebuah desa mengenal tepat
sejumlah k pemuda dan setiap pemuda mengenal tepat
sejumlah k gadis, maka tiap gadis dapat menikahi
seorang pemuda yang dia tahu dan tiap pemuda dapat
menikahi seorang gadis yang dia tahu.



Misalkan G adalah graf bipartit dengan bipartition (X;
Y ). Dalam algoritma, kita dapat membentuk sebuah
matching M yang menyatukan tiap simpul dalam set
X,atau sebalinya menentukan sebuah matching tidak
ada.

Algoritma bermula dari matching sembarang M. Jika
M saturates tiap simpul in X, then M adalah matching
yang diharapkan. Jika tidak, kita pilih sebuah M-
unsaturated simpul u in X dan secara sistematik
mencari lintasan M-augmenting yang bermula di u.
Jika lintasan tersebut ada , maka lintasan ini akan
digunakan untuk membangun matching yang lebih
besar dari M.

Feasible Labelings dan Equality Grafs

Gambar 6: Feasible Labelings dan Equality Grafs

Feasible Labelings adalah
Lx)+H()>wk, y), W EX,y €Y. .(3)

Equality Graf (with respect to {) adalah

G = (V,Ey) dimana
Er={(xy): L(x)+E7) = WX Y)}oreririvrarirrnnn(4)

Teorema Kuhn-Munkres : Jika { adalah feasible
labelling dan M adalah perfect matching pada E,
maka M merupakan maximum weight matching.

Unutk menemukan initial feasible labeling :

W EY, £() =0

Vx €X (x) =maxyey {W(x, )} eivrvrrnnn(5)
Sehingga
VXxEX Yy EY, w(kx) S LX)+L() ivevcvvinn(6)

Improving Labellings

Misalkan € adalah feasible labelling.

Didefinisikan neighbor dari u € V dan set S € V
adalah

Ne(u) ={v:(u v) €EE, }, N(S) = U,esNe(u) ... ... .... (7)

Lemma: Misalkan S € X and T =N(S) #Y , maka

0 = Milyeg yer{€(X) +€(y) — w(,y)}......... 8)
dan

t(v) — alifv EeS
(V) KX LW) +alif v €T e (9)
£(v) otherwise

Maka ' adalah feasible labeling dan
(1) jika (x, y) € Equntuk x € S,y € T then
(X’ Y) € EE’~
(i) jika (x, y) € EC untuk x € S, y € T maka
(x,y) €EEL’.
(iii) terdapat beberapa sisi (x, y) € E¢ untuk x € S,
y €T.

3.2 Algoritma Hungarian Method pada graf

1. Generate initial 1labelling ¢
matching M in E,.

2. If M perfect ,
pick free vertex
{u}r T = Q).

3. If N¢?¢(S) = T, update
(forcing N¢(S) 6= T):

and

Otherwise
Set S =

stop.
u € X.

labels

Oy = mianS,yET{‘g(x) + f(Y) - W(X! Y)}
f(v) — afifv €S
V)= (V) +afifv € T
£(v) otherwise

4. If N,(S) # T, pick y € N,(S) - T.
If yv free, u - y is augmenting
path. Augment M and go to 2.
If y matched, say to z, extend
alternating tree:S = S U {z}, T =
T U {y}. Go to 3.

Contoh :

Ay - ES Ay - - ES A N

I RN E TR I = Grapn-faeing Allsrnslicf 1WA

Gambar 7: Graf awal, equivalent graf dan matching,
alternating tree.

1. Inisialisasi graf, trivial labelling, dan bentuk
equality graf.

2. Inisialisasi matching : (x3, y1), (x2,y2).

3. S={x1}, T=0.

4. Karena N(S) #T, lakukan langkah 4 dalam
algoritma.
Pilih y2 € N(S) — T.

5. y2 matched jadi bentuk tree dengan menambah
(¥2, x2), sehingga., S = {x1,x2}, T = {y2}.

6. Pada poin ini N¢(S) = T, jadi lanjutkan ke langkah
3 dalam algoritma.
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Gambar 8: Graf awal, E| lama dan |M|, equivalent graf baru.

7. S= {X|,X2},T: {}72} dan NE(S)ZT
8. Hitung oy

9. Kurangi label dari S dengan 2, tambahkan label
dari T dengan 2.
10. Sekarang, N¢(S) ={y2,y3} 6={y2}=T.

[ " LY . [

a a a " ¥ ¥ a a a
a & & » E " - a &
P - . N men me
e o W SRR PR IR Puaee

Gambar 9: E, lama dan M, alternating tree baru, M baru.

11. S={x1,x2}, N£(S) ={y2,y3}, T = {y2}

12. Pilih y3 € N£(S) — T dan tambahkan ke T.

13. y3 tidak  matched di M jadi, kita telah
menemukan alternating path x1, y2, x2, y3
dengan dua titik akhir bebas. Oleh karena itu,
kita dapat memperluas M untuk mendapatkan
matching yang lebih besar pada equality graf
yang baru. Matching ini perfect , jadi merupakan
matching optimal.

14. Perhatikan bahwa matching (x1, y2), (x2, y3),
(x3, yl)mempunyai jumlah 6 + 6 + 4 = 16 yaitu
jumlah dari label di final feasible labelling.

Perhatikan bahwa Hungarian Method tidak secara
langsung membentuk maksimum matching dalam graf
bipartit G. Yaitu, jika algoritma ini berhenti dengan
N(S) = T, kemudian matching M yang dihasilkan tidak
secara langsung maksimum karena mungkin ada
Lintasan M-augmenting dalam bagian lain dari graf.
Pada beberapa kasus, bangun pohon M-alternating
dari tiap simpul M-unsaturated dalam X hingga
matching saturating X terbentuk. Pada kasus lain,
matching yang terbentuk merupakan maksimum
(namun tidak saturate X).

Misalkan G adalah graf bipartit dengan bipartition (X;
Y ). Dalam algoritma, kita dapat membentuk sebuah
matching M yang saturates tiap simpul dalam set

X,atau sebaliknya menentukan sebuah matching tidak
ada.

Algoritma bermula dari matching sembarang M. Jika
M saturates tiap simpul in X, maka M adalah matching
yang diharapkan. Jika tidak, kita pilih sebuah M-
unsaturated simpul u in X dan secara sistematik
mencari lintasan M-augmenting yang bermula di u.
Jika lintasan tersebut ada , maka lintasan ini akan
digunakan untuk membangun matching yang lebih
besar dari M.

Sebaliknya, himpunan Z dari titik-titik akhir dari
semua lintasan  M-alternating bermula di u
ditemukan, dan dalam bukti dari Teorema Hall,
himpunan S = Z NX memenuhi |N(S)| < |S| sehingga
matching yang menyatukan semua simpul in X ada.

Pencarian dari lintasan M-augmenting bermula dari u
dengan membentuk pohon M-alternating H yang
berakar di u. Yaitu , H adalah pohon pada graf G
dengan kriteria sebagai berikut :
1. u €V (H)dan
2. untuk setiap v € V (H), (u, v)-lintasan unik
pada H adalah lintasan M-alternating.

Misalkan S =V (H) N Xdan T=V (H) NY . Pohon M-
alternating H tambuh pada dua kondisi yaitu :

(1) semua simpul in S — {u} adalah M-saturated dan
matched dalam M ke simpul pada 7, atau

(il)) T mengandung sebuah simpul M-unsaturated
simpul y berbeda dari u.

Pada saat kasus (ii) dipenuhi, kita akan memiliki
simpul M-augmenting (u; y), yang digunakan untuk
memperbesar matching M. Pada kasus (i), kita
memiliki 7 € N(S). Jika T = N(S), maka

ISil= |7 + 1 > |NM(S)|, dan G tidak mempunyai
matching saturating X; algoritma berhenti.Namun jika
T # N(S), maka terdapat simpul y € N(S) - T yang
bertetangga ke sebuah simpul x’ idi S. Jika y is M-
unsaturated, maka sisi x 'y akan ditambahkan ke pohon
H, menghasilkan Kasus (ii). Sebaliknya, jika y M-
saturated, maka terdapat sisi xy € M with x € S
(karena semua simpul pada S — {u} sudah dalam M ke
simpul pada 7). Kita sekarang dapat menambahkan
x’y dan yx ke the pohon H, menghasilkan kasus (ii).

4. KESIMPULAN

Hungarian — method  dapat  digunakan  untuk
menyelesaikan  personnel  assignment  problem.
Hungarian method dapat direpresentasikan dengan
dua macam cara, yaitu dengan graf bipartit dan
matriks.

Dalam representasi matriks, matriks haruslah
berbentuk matriks bujursangkar berukuran n x n. Jika
tidak berbentuk bujursangkar, maka harus dibentuk
sebuah matriks perluasan dengan cara menambah
baris atau kolom bernilai 0.



Dalam representasi graf, matching M pada graf G
adalah himpunan dari sisi-sisi pada G, dimana tidak
satupun di antaranya adalah loop,yaitu tidak ada dua
sisi pada M yang mempunyai titik akhir yang sama.
Matching M pada graf G akan maksimum jika dan
hanya jika G tidak mengandung lintasan M-
augmenting. Jika { adalah feasible labelling dan M
adalah perfect matching pada E; maka M merupakan
maximum weight matching.
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