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Abstract — Teori graf merupakan sebuah ilmu yangbiasa disebut dengahe Train Timetabling Problem
terbukti dapat membantu menyelesaikan beberag@TP) hanya berlaku untuk jaringan kereta api dengan
permasalahan dalam berbagai disiplin ilmu maupumel tunggal satu arah yang menghubungkan dua stasiu
permasalahan sosial dalam kehidupan sehari-harbesar, dengan sejumlah stasiun kecil di antara
Salah satu bidang yang banyak memanfaatkan tedt@duanya. Di sinilah peran teori graf dalam
graf adalah dunia perkeretaapian. Dalam perkeretamenguraikan permasalahan tersebut.
apian graf digunakan dalam merepresentasikan
jaringan perkeretaapian yang menghubungkan
berbagai kota di suatu negara, merepresentasikan 2.PEMODELANTTP
persilangan jalur rel kereta api, dan sebagaimana
yang akan diulas pada makalah ini, yaituDalam pemodelan TTP ini waktu tempuh kereta api,
dimanfaatkan untuk membantu menyelesaikastau yang disebutvaktu saja, bersifat diskrit dan
permasalahan yang ada dalam penjadwalan keretdiekspresikan sebagai bilangan bulatgge) dari 1
api demi mendapatkan sebuah jadwal kereta api yarsgmpai g, di mana q merepresentasikan lamanya
optimum dan tepat. Namun, dalam makalah ini tidavaktu tempuh tiap periode dalam 1 hari itu.
akan mengulas hingga ke terbentuknya jadwal kere®elanjutnya, didefinisikan pulavaktu sesaatdan
api yang tepat, tetapi hanya ingin menunjukkaselang waktu
bagaimana graf dapat menyelesaikan permasalahdbiberikan S = {1,...,s4 yang merepresentasikan
yang dihadapi dalam penyusunan jadwal kereta agiimpunan dari stasiun kereta api, yang memiliki
saja. nomor sesuai dengan urutan stasiun tersebut seganja
jalur rel yang dilalui kereta api. Stasiun awal
Kata Kunci teori graf,penyusunan jadwal, kereta apidilambangkan dengan nomor 1 dan stasiun akhir
dilambangkan dengaa Selanjutnya, diberikaf =
1. PENDAHULUAN {1,...,t} yang melambangkan himpunan kereta api
yang akan melakukan perjalanan pada setiap periode
Dewasa ini aplikasi graf telah banyak digunakar oledari horizon waktu yang diberikan. Untuk setiap
manusia untuk merepresentasikan permasalahan ya®rgeta apj O T, diberikan stasiun awdl dan stasiun
ada agar lebih mudah dipecahkan. llmuwan kimigkhir sebagdj (I; > f)). Diberikan lagiS = { f,..., |} O
menggunakan graf dalam memodelkan moleki merupakan himpunan stasiun yang dilalui secara
senyawa karbon, orang teknik elektro menggunakaserurutan oleh kereta ajpi
graf dalam perancangaintegrated circuif serta Sebuah jadwal kereta api, untuk setjag T, terdiri
masalah kemacetan lalu lintas dapat diselesaik@fas waktu keberangkatan deriwaktu kedatangan di
dengan memodelkan jalan raya dalam graf. l;, serta waktu keberangkatan dan kedatangan untuk
limu terapan graf tersebut terus berkembang hing@gasiunf, + 1,...,I; + 1. Waktu tempuh dari kereta api
saat ini. Kini graf juga dapat digunakan untuk pada jadwal tersebut didefinisikan sebagai lamanya
optimisasi dalam masalah penjadwalan kereta ajaktu yang dilalui sejak keberangkatpdari f; dan
Persoalan itulah yang ingin diulas dalam makalah in kedatangandi I
Para peneliti di Eropa, khususnya Jerman dan ltalipari pemodelan tadi akan didapatkan jadwal yang
dan dengan disponsori oleh perusahaan keretai apigbal untuk setiap kereta api, tetapi masih
sana telah berusaha menemukan metode untgemungkinkan untuk dimodifikasi karena
menentukan jadwal perjalanan kereta api-kereta apjenyesuaikan permasalahan yang ada di lapangan,
dengan menggunakan teori graf dengan tetajperti terbatasnya kapasitas jalur rel. Dengan
mengindahkan permasalahan yang ada di lapang@émikian, akan dimungkinkan pula, sebuah kereta api
seperti kapasitas jalur rel kereta api dan kenyai® diperlambat perjalanannya atau menambah waktu
lainnya. berhenti kereta api di stasiun agar sesuai dengan
Kereta api tersebut harus memenuhi syarat, yaifidwal ideal yang didapatkan tadi. Selain itu juga,
memiliki jadwal perjalanan yang bersifat periodik,akan dimungkinkan pula sebuah kereta api harus
sebagai contoh, Kereta Api Turangga yang memilidiypbah waktu keberangkatannya atau bahkan

jadwal perjalanan Bandung-Surabaya setiap harilpukgiibatalkan agar sesuai dengan jadwal ideal tadiiisSo
19.00. Selain itu, dalam permasalahan ini, atag yan



akhir dari TTP ini akan dirujuk untuk dijadikan Dalam jurnal-jurnal yang membahas TTP memang
sebagai jadwal perjalanan kereta api yang sebemarnypengangkat permasalahan yang berbeda-beda. Pada
yang akan diterapkan dalam kehidupan nyata. makalah ini batasan yang diambil adalah waktu
Terkait dengan masalah kapasitas jalur rel kerpta aersifat diskrit dan jalur rel hanya satu arah. udnt
yang hanya bisa dilalui satu kereta api saja, naalea alasan ini, ada sebuah pembuktian eksplisit NP-
kemungkinan untuk terjadi susul-menyusul kereta aghardness untuk permasalahan yang diulas dalam
Tapi tentu saja itu terjadi hanya ketika kereta aphakalah ini. Pembuktian tersebut akan menunjukkan
pertama sedang berhenti di stasiun saja. Akibatnylsahwa bagaimanapun algoritma aproksimasi waktu
dimungkinkan sebuah kereta api untuk berhenti giolinomial dengan kinerja terburuk tidak akan
stasiun antara (walaupun dalam jadwal ideal kexpta berguna dalam TTP kecuali jika P=NP. Itu dapat
tidak seharusnya berhenti di stasiun tersebut)ysupaditurunkan dari NFiard Max-Independent Set
memberikan kesempatan bagi kereta api lain droblem (MISP), yaitu diberikan graf tidak berarah
belakangnya untuk menyusulnya. Dalam kehidupad = (N,E), di manaN adalah himpunan simpul, d&n
nyata itu sangat sering terjadi. Seperti di Ind@nes adalah himpunan sisi, sebut himpunan ba@dn N
kereta api kelas ekonomi harus berhenti di stasgam dengan kardinalitas maksimum sehinggd) (O E
kereta api kelas eksekutif di belakangnya bisgntuk semuaj O'S.

menyusul. Lagipula, untuk setiap stasiund S

terdapat batas bawafj dan d; pada selang waktu Proposisi 1 Untuk sembarang MISP dapat diubah
antara dua kedatangan berturutan dan dgecara polinomial ke bentuk TTP sehingga ada
keberangkatan berturutan. penyelesaian korespondensi satu-satu antara MISP da
Karena kecepatan kereta api diasumsikan konstanmp, dan penyelesaian korespondensi memiliki nilai
maka selang waktu antara dua kereta api yang éerjayang sama.

berturutan pada jalur rel yang menghubungkan stasi@embuktian DiberikanH = (N,E) adalah graf MISP,

i dani + 1 sedikitnya adalah nilai maksimum daridengarE = {e,, &,,...,ex}, di manag = (j,k) untukl =
{d.a.1}. Hanya saja, yang perlu diperhatikan, terkaitl,... m. Kita definisikan TTP sebagai berikut. Setiap
dengan terbatasnya kapasitas rel kereta api iereta api berkorespondensi dengan sebuah simpul di
sedangkan jadwal ini akan berulang setiap period®, Kita akan menentukan apakah setiap kereta api
maka apabila kasus seperti itu selalu terjadi, kimg akan dijadwalkan sesuai dengan jadwal idealnya, ata
saja salah satu kereta api harus dibatalkafipatalkan. Untukj O T, akan kita berikang = 1,
penjadwalannya agar mendapatkan solusi yango) = 0, dang(x) = 1 untukx # 0, dany, = 1. Perlu
mungkin. . . . diperhatikan, karenawaktu dinyatakan sebagai
Persyaratan kondisi lain yang harus dipenuhi dalagjjangan bulatiotege), setiap jadwal yang tidak ideal
pemodelan TTP ini adalah kereta ghrus datang di gkan mempunyaishift atau stretch kurang dari 1
stasiun tidak lebih lama dari waktu yang diberikan mnenjt, dan akibatnya keuntungan akan menjadi

berangkat dari stasiun tidak lebih awal dari Wakt%egatif. Jumlah stasiun adalah+ 1 dan kita berikan

yang diberikan. Dengan demikian, kondisi ini akag - q |, = m+1 untuk setiap kerefal T. Selain itu

dapat membantu dalam menjamin ketepatan h”bungéé]ang waktuminimum & dan d; antara kedatangan
antar kereta api lain yang juga sedang berjalan. dan keberangkatan dari setiap stasiun diubah mienjad
Dalam formulasi yang disusun, bertujuan untul
mencarikeuntunganp(ofif) yang sebesar-besarmyajaqya ideal akan didefinisikan sehingga jadwakide
dengan penjadwalan kereta api tersebut, yang akghyi qua kereta apidank tidak kompatibel (yaitu dua
dijelaskan selanjutnya. Keuntungan yang didapatkaiy etg api tidak dapat memiliki jadwal yang sanik® |
dari tiap kereta apj bergantung kepada keuntungar‘Ham hanya jikaj) O E. Untuk setiap sisg O E,
ideal (deal profi) kereta api7z;, pada shift v, gaj1am jadwal ideal, kereta ajpidank; berangkat pada
didefinisikan sebagai nilai mutlak dari selisih Wwak o5+ yang sama dari stasiindan tiba pada saat
antara waktu keberangkatan dari stasipada jadwal persamaan di stasiil. Tentu saja ini tidak mungkin
ideal dengan jadwal sebenarnya, dattetch 4, terjadi dalam kehidupan nyata karena hanya terdapat
didefinisikan sebagai nilai mutlak dari selisih wak gy, jalur rel kereta api.
antara waktu perjalanan pada kenyataan dan jadwght k Iebin tepatnya, ambil sisi pertama dari graf
id_ea_l. Secara formal, keuntungan kereta japiapat adalahe; = (1,k). Supaya jadwal kereta ajidank;
dituliskan tadi menjadi kompatibel, ubah waktu keberangkatan
dan k; menjadij,; dari stasiun 1, sedangkan untuk
T-@ V) - Wi, (1) setiap keretaj # j;, waktu keberangkatam, dari
stasiun diubah menjagli Semua kereta api datang di
di manag (.) adalah fungsi darshift kereta apiv; stasiun 2 setelah keberangkatan mereka dari stasiun
(dengang (0) = O, nilai dari fungsi selalu naik Dengan cara yang serupa, dua kereta api yang tidak
membesar), dary adalah parameter bukan negatifkompatibel dengan sis; = (j2,k;) dimodelkan dengan
Jadi, apabila keuntungan kereta pgang dihasilkan mengubah waktu keberangkatan keretajamlan k;

adalah negatif, maka akan lebih baik kereta afiari stasiun 2 menjadi1+,, sedangkan untuk semua
tersebut tidak dijadwalkan. kereta apij yang lain waktu keberangkatan dari



stasiun 2 diubah menjadit+1+; Sebagaimana
sebelumnya, semua kereta api tiba di stasiun 3 satu
menit setelah keberangkatan mereka dari stasiun 2.
Dengan langkah yang sama seperti di atas, ak&glanjutnya, terdapat sebuah ilustrasi permasalahan
diselesaikan permasalahan untuk stasiun 3@dan matematik yang disebut keuntungan maksimum
untuk pasangan kereta aghKs), (akK),..., (mkn).  (maximumprofit) dari himpunan lintasan pada sebuah
Lebih tepat lagi, untuk = 1,...m diberikan waktu graf ganda rpultigrapl. DiberikanG = (V,A) adalah
keberangkatan dari stasiusama dengarn-Q)t+1)4i graf-ganda asiklik berarah yang didefinisikan selbag
untuk kereta apji dank; dan sama denganX)(t+1)4  perikut (lihat gambar 2 sebagai ilustrasi). Himpuna
untuk j # j;, k, dan kedatangan di stasiitl selalu simpul V memiliki bentuk {;7} 0 (U200 ... 0 U9 O
satu menit setelah keberangkatan semua kereta d(wl 0 ... 0 WY, di manag dan 7 adalah simpul asal
stasiun i. Langkah-langkah di atas ini akany,atan grtificial source nodg dan simpul terminal
menghasilkan sebuah TTP sesuai dengan yaRQatan grtificial terminal node, sedangkan himpunan
diharapkan. Ui OS\{1}, danW, | O S\ {s}, merepresentasikan
himpunan waktu di mana kereta api dapat datang dan
berangkat dari stasiun Simpul-simpul dalam? O

0 US dan W' O ... O W disebut simpul

3. PEMODELAN GRAF

Kereta Api

L 2 8 ¢ kedatangana(rival node dan simpul keberangkatan
e e (departure nodp
: 2 “wae 6 7 6 0 Diberikan 4v) adalah waktu yang diasosiasikan
B e Ln s dengan simpuwv O V. Selain itu, juga diberikaf(u,v)
B " TR T R VT = 4V) - Qu) jika 4v) = Qu), danA(u,v) = &v) - &u)
":f:' ig }; i ;g + q jika &v) < 4u). Karena horizon waktu bersifat
4 3 O bt 93 23 siklik, kita katakan bahwa simpuli mendahului

H=(N,E)

dtg

24 simpul v jika A(v,u) = A(u,v) (yaitu jika selang waktu
siklik antaradv) dan &u) lebih kecil dari pada selang

o o waktu siklik antaradu) dan4v)).
Gambar 1: Transformasi dari MISP menjadi TFP=(N,E)
denganN = {1,2,3,4} danE = {(1,2),(1,3),(,4),(2,3),(3,4)}.
Jumlah stasiun adalah 6.

Stasiun 1

Stasinn 2 \

Stasian 3

Stasian 4

wakin

Gambar 2: Contoh lintasan kereta api-kereta apimuglafG (dengars=4,t=3,f,=2,1, =4,f,=1,1,=4,f3=1,13=3).

Sementara itu, himpunan sisi A dipartisi menjadi
himpunanA',... A, setiap himpunan bagian tersebut
adalah untuk setiap kereta gpidl T. Untuk setiap "
kereta apj O T, A memiliki:

berkorespondensi ke keberangkatan kereta
apij dari stasiurf;.

Sebuah himpunan sisi stasiustation arc)
berbentuk ¢, v), untuk setiapu 0 U' danv O

W sehinggd 0 S\ { fj I;}, danA(u,v) adalah
setara dengan waktu pemberhentian
minimum kereta apij di stasiuni (yaitu

= Sebuah himpunan sisi permulaastafting
arc) berbentuk ¢v), untuk setiapy 0 W



waktu pemberhentian di stasiun dalam
jadwal ideal). Keuntungan sisigv) adalah sama dengag,, = T§ -
= Sebuah himpunan sisi bagian berbentl)(  g(v(v)). Sedangkan keuntungan setiap sisi stasiun
untuk setiapy O W danu 0 U™ sehinggd (uv,ud U, vOW,iO9\{ f, I}, adalahp,, = -
O S\ {l}}, dan A(v,u) adalah setara denganyu(u,y), di mana u(u)) adalah stretch yang

waktu perjalanan minimum kereta gpdlari  diasosiasikan dengan sisi,¥), yaitu,
stasiun i ke stasiuni+1 (yaitu waktu

perjalanan dalam jadwal ideal). H(u,V) = A(u,v) — [waktu pemberhentian ideal kereta
= Sebuah himpunan sisi akhir berbentukr), apij di stasiur].
untuk setiapu O U'i berkorespondensi ke
kedatangan kereta gjpili stasiurij. Dengan analogi yang sama, keuntungan setiap sisi

bagian ¢u), v O W , u 0 U™ i 09\ {I},
Dari konstruksi tersebut, grad adalah asiklik dan didefinisikan sebagapy,y = -yu(v,u), di manau(v,u)
setiap lintasa® dari o menujur dalam grafG yang adalah stretch yang diasosiakan dengan sisi,,
hanya menggunakan sisi-sisi dalam A vaitu,
berkorespondensi ke jadwal yang mungkin untuk
kereta api (lihat gambar 2). Dengan kata lain semuap(v,u) = A(v,u) — [waktu perjalanan ideal kereta @ipi
kemungkinan kendala yang akan dihadapai kereta api dari stasiur ke stasiun+1].
secara implicit telah termasuk dalam struktur @af
Untuk setiap kereta apji kita asosiasikan dengan Sedangkan keuntungan sisi akhirtf, u O U', adalah
keuntungan(profit) p, dengan setiap sisa O A, sama dengan nol.
didefinisikan sebagai berikut. Untuk setiap sisi

permulaan dtarting arg berbentuk ¢v), v O W,  Keuntungan keseluruhan dalam penjadwalan kereta
diberikanv(v) adalahshift yang diasosiasikan denganapi didapatkan dari penjumlahan keuntungan sisi-sis
simpulv, yaitu, pada lintasan graG yang berkorespondensi kepada

kereta api yang dijadwalkan.

v(v) = |&V) — [waktu keberangkatan ideal kereta japi
dari stasiurf]|

iy (L ty Ua Ta Uy

(a) (b) ()

Gambar 3: Pasangan sisi yang tidak kompatibel

Dari, gambar 2 di atas terdapat beberapa pasangan kecil daripadas;.; (yaituA(u.,U) < a.4), lihat
sisi, diasosiasikan dengan dua kereta api yang gambar 3(b).

berbeda, yang tidak memenuhi kendala kapasitas jalu = Dua sisi saling bersilang satu sama lain, lihat
kereta api, sehingga tidak dapat dimasukkan kerdala gambar 3(c).

solusi keseluruhan. Adalah cukup untuk menyatakan
bahwa untuksetiap pasangan sisi keretajagidan Pasangan sisi seperti yang digambarkan pada gambar
untuk setiap stasiunC (S\{l}) n (S\ {IJ), dua 3 itu disebut tidak kompatibel, sedangkan pasangan
sisi bagian\, u;) O A dan (, ) O A vy, v, O W,  sisi lainnya yang tidak digambarkan dalam gambar 3
u, U, 0 U™, tidak dapat diambil karena sedikitnyaitu berarti kompatibel.
memenuhi satu kondisi di bawah ini: Selanjutnya, semua permasalahan di atas yang telah
diuraikan, akan diselesaikan dengan berbagai model
= Selang waktu antara waktu sesaat yanglternatif. Keterbatasan kapasitas jalur rel keegia
diasosiasikan dengan danv, adalah lebih yang menjadi problem di atas dapat dimodelkan
kecil daripadad; (yaitu A(vi,V») < d), lihat dengan menggunakan variabel yang diasosiasikan
gambar 3(a). dengan simpul grafG ataupun sisi-sisi grafG.
» Selang waktu antara waktu sesaat yangemodelan itu dikenal dengaagrangian relaxation
diasosiasikan dengam danu, adalah lebih Selanjutnya kita akan mengenal apa yang disebut



denganLagrangian profityang diasosiasikan dengandimodelkan dengan graf, baik dengan cara
simpul grafG. Cara itu lebih baik daripada dengamrmenentukan stasiun sebagai simpul, kereta api aebag
menggunakan sisi-sisi gr& sebagai asosiasi dengansimpul, lintasan kereta api sebagai sisi, dan
Lagrangian profit Lalu, di samping dengan metodesebagainya. sehingga permasalahan dapat lebih mudah
Lagrangian tadi, juga digunakan metode heuristilliselesaikan, meskipun terdapat berbagai asumsj yan
untuk menghitung solusi heuristik dengan merankingerlaku dalam kasus TTP ini.

kereta api berdasarkan nildiagrangian profihya.

Kemudian, melakukan penjadwalan kereta api satu
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