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Abstrak — Makalah ini membahas aplikasi koefisien
binomial pada penjabaran rumus de Moivre. Rumus
de Moivre yang menggunakan sifat-sifat bilangan
kompleks serta menggunakan identitas trigonometri
secara  umum  berbentuk  bilangan  kompleks
berpangkat. Rumus de Moivre ini terkadang perlu
dijabarkan dalam bentuk yang sederhana, salah satu
cara yang dapat digunakan untuk menjabarkannya
adalah dengan menggunakan koefisien binomial.

Kata Kunci: koefisien binomial, identitas
trigonometri, rumus de Moivre, bilangan kompleks.

1. PENDAHULUAN

Trigonometri pada dasarnya bermula dari fungsi yang
menyatakan hubungan/relasi angular pada bidang dan
bentuk tiga dimensi. Namun, pada perkembangannya
fungsi trigonometri tidak lagi hanya berkutat pada
studi geometri bidang dan ruang, tetapi juga
mengembangkan studinya pada analisis aljabar. Studi
trigonometri pada analisis aljabar sangat diperlukan
untuk mempermudah analisis sifat-sifat geometrinya

juga.

Abraham de Moivre dikenal dengan salah satu
rumusnya yang menghubungkan sifat bilangan
kompleks dengan fungsi trigonometri. Persamaan
tersebut yang saat ini dikenal sebagai rumus de
Moivre secara umum berbentuk

(cosp +ising)" = (cosne + isinng)

Bentuk bilangan kompleks berpangkat n akan dapat
dengan mudah dijabarkan dengan mengalikan setiap
elemen untuk n yang kecil, sementara untuk n yang
besar tentu akan menghabiskan banyak waktu.

Namun, apabila bilangan kompleks pada rumus de
Moivre tersebut diperhatikan lebih seksama, bentuk
tersebut mengingatkan pada bentuk (a + b)" dengan
a=cos@ dan b =ising. Bentuk ini dapat
dijabarkan dengan mudah dengan memanfaatkan
koefisien binomial untuk menentukan koefisien tiap-
tiap elemen a*b™ ¥ dimana n < k.

Dengan menggabungkan setiap sifat yang ada, dapat
diperoleh bentuk yang lebih umum yang menyatakan
cosng dan sinng secara terpisah dengan
menggunakan penjabaran rumus de Moivre yang
dipermudah dengan menggunakan sifat koefisien
binomial.

2. KOEFISIEN BINOMIAL

2.1. Bilangan kombinatorial
Bilangan C dapat diartikan sebagai bilangan yang
menyatakan banyaknya cara mengambil r unsur dari n

unsur. Dengan menggunakan definisinya akan
dibentuk persamaan baru.
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Dari hasil akhirnya kita peroleh bahwa untuk setiap
bilangan asli n dan r < n berlaku
Ch=Cr + ot (1)

2.2. Koefisien Binomial
Bilangan € muncul dalam uraian binomial, yaitu
untuk n =1, 2, 3, ... berlaku

(a+b)* =Cla™ + Cla™ bt + Cla™ 2bh% + -
+Crjatbh™t + Crp™

(a+b)" =

Persamaan (2) dapat dibuktikan dengan menggunakan
induksi matematika.
Untukn =1

(a+b)°=Ca%° =1

Asumsikan benar untuk n = k, yaitu
k

(a+b)k = Z Cka*"p"

r=0
Akan dibuktikan untukn = k + 1
(a + b)Yt = (a+ b)(a + b)*

n_ CrgnTpT )

k
(a +b) Z Ckak—Tpr
=0

k k
Z Crkak+1—rbr + Z Crkak—rbr+1
r=0 r=0

= Cka**t + cFa*b + - + CFab®



+C¥akb + Cka*=1b? + - + CEp*H?

Dengan menjumlahkan suku sejenis diperoleh
(a + b)Ykt = cka**t + (CfF + cf)akb

+ (CF + cHa* b2 + -

+ (CE + CE_y)ab® + Cpr+?
Berdasarkan persamaan (1), maka bentuk terakhir
dapat ditulis sebagai

(a + b)k+1 — C(I){+1ak+1 + C1k+1akb + Cé{+1akb2

+ 4 CFlab® + CEHpRHY

k+1
— Z Chtlgk+i-rpr
T
=0
Jadi telah terbukti wuntuk. Berdasarkan induksi

matematika telah dibuktikan persamaan (2) benar.
3. TRIGONOMETRI

2.1. Identitas Trigonometri

Studi yang membahas sudut dan relasi angular pada
bidang dan bentuk tiga dimensi dikenal sebagai
trigonometri. Fungsi trigonometri (juga dikenal
sebagai fungsi sirkular) terdiri dari cosecan (cscx),
cosinus (cos x), cotangen (cotx), secan (secx), sinus
(sinx), dan fangen (tanx). Inverse dari fungsi-fungsi
tersebut secara berturut-turut dinotasikan csc”?! x,
cos tx, cot™'x, sec ! x, sin~! x dan tan~! x. Perlu
diperhatikan penotasian tersebut bermakna inverse
dari fungsi aslinya bukan pangkat -1 dari fungsi
aslinya.

Secara umum fungsi trigonometri dari cosinus (cos x),
sinus (sinx), dan tangen (tanx) dapat diilustrasikan
sebagai berikut:

Aaﬁ 0

o o
sinf@=7  cosf =7 tan 6 =
Fungsi-fungsi  trigonometri  memiliki  berbagai

persamaan atau biasa disebut memiliki berbagai
identitas trigonometri. Identitas trigonometri dapat
diturunkan dari rumus-rumus dan sifat geometri
bidang maupun bentuk tiga dimensi. Selain itu
identitas trigonometri dapat diturunkan melalui
identitas trigonometri yang lain.

Identitas trigonometri yang diturunkan melalui rumus-
rumus dan sifat geometri bidang maupun bentuk tiga
dimensi diantaranya:

(cosa)® + (sina)? =1 3)

cos(a + ) = cosacos B —sina sin f @

sin(a + ) = sina cos f + cosasin 8 5)

Sedangkan identitas trigonometri yang diturunkan
melalui identitas trigonometri lainnya misalnya:

1 1
sina +sinf = ZSinE(aiﬁ)cosE(aiﬁ)

1 1
cosa +cosf = 2cos§(a+,8)cos§(a—ﬁ)

3.2 Rumus de Moivre

Rumus de Moivre diambil dari nama Abraham de
Moivre yang menyatakan untuk setiap bilangan
kompleks (lebih khusus untuk setiap bilangan real) x,
dan setiap bilangan integer n, berlaku:

(cos@ + isin @)™ = (cosng + isinny) 6)
Rumus ini dapat dengan mudah diturunkan dengan
menggunakan rumus Euler,

el = cosg + ising
dan berdasarkan hukum eksponensial, berlaku,
(ei(p)n — ein(p
kemudian dengan menggunakan rumus euler,
e™ = (cosng + i sinng)
Rumus de Moivre dapat juga dibuktikan dengan
induksi matematika.

4. HASIL DAN PEMBAHASAN

Dengan mengacu pada metode 3.1 atau 3.2 dapat
dibentuk sebuah identitas trigonometri baru. Makalah
ini akan menggunakan persamaaan-persamaaan yang
digunakan pada metode tersebut untuk menentukan
cos 2¢,sin2¢,cos3¢@, sin3¢,cos5¢, dan sin5¢
serta membandingkan kedua hasil yang diperoleh dari
kedua metode tersebut.

4.1. cos 2¢ dan sin 2¢
Dengan menggunakan persamaan (4) dan (5) dengan
mudah diperoleh,

COS 2¢ = cOS @ coS @ — sin @ sin ¢
= (cos )? — (sin p)*?
sin2¢ = sin@ cos ¢ + cos @ sin @

=2cos@sing

Sementara, dengan menggunakan (6) diperoleh,
(cos2¢ + isin2¢) = (cos @ + isin @)?

= C¢(cos @)% + CZ(cos ) (i sin @)

+CZ (i sin @)?

= (cos ¢)? + 2(cos ¢) (i sin @) + (i sin ¢)?

= ((cos @)? — (sin 9)?) + i(2 cos @ sin @)
Dengan memisahkan komponen imajiner dengan
komponen real diperoleh,
cos 2¢ = (cos ¢)? — (sin @)?
sin2¢ = 2cos¢@sing



Dapat  diperlihatkan = bahwa  kedua  metode
menghasilkan nilai yang sama yaitu,

cos 2¢ = (cos ¢)? — (sin @)? 7
sin2¢ = 2 cos ¢ sin ¢ (8)
4.2. cos 3¢ dan sin 3¢

Dengan menggunakan persamaan (4) dan (5) serta
hasil yang diperoleh pada persamaan (7) dan (8)
dengan mudah diperoleh,

cos 3@ = cos2¢ cos @ — sin2¢ sin ¢
= ((cos @)? — (sin@)?) cos @
— (2cos@sin @) sing
= (cos ¢)® — 3(cos @) (sin @)?
sin3¢ = sin2¢ cos ¢ + cos2¢ sin ¢
= (2 cos ¢ sin @) cos ¢
+ ((cos ¢)?
— (sin)?)sin ¢
= 3(cos )?(sin @) — (sin ¢)3

Sementara, dengan menggunakan (6) diperoleh,
(cos 3¢ + isin3¢p) = (cos ¢ + isin )3
= C3(cos ¢)3 + C3(cos @)?(i sin @)
+C3(cos @)(isin@)? + C3(isin )3
= (cos ¢)3 + 3(cos @)2(i sin @)
+3(cos ¢) (i sin ¢)? + (isin )3
= ((cos )* — 3(cos ) (sin 9)?)
+i(3(cos )?(sin @) — (sin ¢)3)
Dengan memisahkan komponen imajiner dengan
komponen real diperoleh,
cos 3¢ = (cos )3 — 3(cos @) (sin ¢)?
sin 3¢ = 3(cos ¢)?(sin @) — (sin ¢)3

Dapat  diperlihatkan = bahwa  kedua  metode
menghasilkan nilai yang sama yaitu,

cos 3¢ = (cos )3 — 3(cos @) (sin ¢)? 9)
sin 3¢ = 3(cos ¢)?(sin @) — (sin ¢)3 (10)

4.3. cos 5¢ dan sin 5¢

Dengan menggunakan persamaan (4) dan (5) serta
hasil yang diperoleh pada persamaan (7), (8), (9), dan
(10) dengan mudah diperoleh,

cos 5¢ = cos 3¢ cos2¢ — sin 3¢ sin 2¢
= ((cos ¢)* — 3(cos p)(sin ¢)?)((cos ¢)?
- (singp)?)
— (3(cos p)*(sin @)
— (sin ¢)3)(2 cos ¢ sin @)

= (cos ¢)° — 10(cos ¢)3(sin ¢)?
+ 5(cos @) (sin @)*

sin5¢ = sin 3¢ cos 2¢ + cos 3¢ sin 2¢

= (3(cos ¢)*(sin ¢) — (sin @)*)((cos ¢)?

— (sing)?)

+ ((cos @)3

— 3(cos ¢)(sin ¢)?)(2 cos ¢ sin @)

= 5(cos ¢)*(sin ¢) — 10(cos ¢)?(sin )3

+ (sin @)°

Sementara, dengan menggunakan (6) diperoleh,
(cos5¢ + isin5¢) = (cos ¢ + isin @)®
= C5(cos ¢)® + C7 (cos p)*(isingp) + -
+ €3 (cos @) (isin @)*
+ C2(isin@)®
= (cos )® + 5(cos @)*(ising) + -
+ 5(cos ¢)(i sin @)*
+ (isinp)®
= ((cos ¢)° — 10(cos ¢)3(sin ¢)?
+ 5(cos ¢)(sin @)*)
+ i(5(cos @)*(sin @)
— 10(cos @)?(sin )3
+ (sin ¢)°)
Dengan memisahkan komponen imajiner dengan
komponen real diperoleh,
cos 5¢ = (cos ¢)> — 10(cos ¢)3(sin ¢)?
+ 5(cos @) (sin @)*
sin5¢ = 5(cos ¢)*(sin ¢) — 10(cos ¢)?(sin ¢)3

+ (sin@)®
Dapat  diperlihatkan =~ bahwa  kedua  metode
menghasilkan nilai yang sama yaitu,
cos 5¢ = (cos ¢)> — 10(cos ¢)3(sin ¢)?
+ 5(cos @) (sin @)*
(11)
sin5¢ = 5(cos ¢)*(sin ¢) — 10(cos @)?(sin ¢)3
+ (sin @)°
(12)

4.4. Bentuk umum

Dengan memperhatikan hasil yang diperoleh dari
persamaan (7), (8), (9), (10), (11), dan (12) serta
dengan tidak lupa memperhatikan sifat-sifat koefisien
binomial bentuk cosng dan sinng dapat kita

genarilsasikan menjadi:
i
2

cosng = Z Ch (—1)*(cos @) 2¥(sin )%

k=0



(13)
(71—1)/2

SiNng = Y CRsr (1) (cos )2k~ (sin 9) <+
k=0

(14
5. KESIMPULAN

Rumus de Moivre telah mempermudah analisis sifat-
sifat fungsi trigonometri baik secara aljabar maupun
geometri. Rumus yang menghubungkan fungsi
trigonometri tersebut dengan bilangan kompleks akan
lebih mudah dijabarkan dengan menggunakan sifat-
sifat koefisien binomial.
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