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Abstrak —Makalah ini membahas tentang dasar dari 7(25- y) +18y = 208
persamaan Diophantine dengan menggunakan konsep 175- 7y +18y = 208

teori bilangan diantaranya algoritma Euclidean.

Persamaan Diophantine yang akan dibahas hanya —7y+18y=208-175
untuk persamaan linear. Dengan Persamaan 11ly=33
Diophantin dan algoritma Euclidean, kita dapat y=3

menyelesaikan suatu sistem persamaan linear yang

banyaknya kurang dari jumlah peubah yang diketahuli_.alu kita sulihkany = 3 ke dalam salah satu

persamaan semula dan didapat 22. Dengan mudah
'kita dapat memeriksa kebenaran nilai tersebut dalam
kedua persamaan di atas.

Kata Kunci Teori Bilangan, Persamaan Diophantine
Algoritma Euclidean.

Dalam soal tersebut terdapat dua pernyataan sehingg
1. PENDAHULUAN menghasilkan dua persamaan linear. Tapi, bagaimana
Lo . . . jika pernyataan yang pertama + y = 25 kita
Dalam teori bilangan, kita biasanya tertarik padﬁilangkan.Apakah solusinya dapat dicari?
bilangan bulat z = {... , -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, ...}
Sekarang mari kita mulai dengan masalah sederhana

yang sudah tidak asing bagi siapa saja yang telah 2 SISTEM PERSAMAAN LINEAR
mempelajari aljabar linear elementer.

. o Sekarang kita lihat persoalan yang lebih menarik:

Misalnya diberikan persoalan:

Misalnya sebuah boneka dijual seharga 7 dolar dan
Sebuah boneka dijual seharga 7 dolar dan mainamainan kereta api seharga 18 dolar. Sebuah toko
kereta api seharga 18 dolar. Sebuah toko mainamenerima 208 dolar dari hasil penjualan tersebut.
menjual 25 boneka dan mainan kereta dengan tot@erapa banyaknya boneka dan mainan kereta api
harga 208 dolar. Berapa banya boneka dan mainagang dijual?
kereta yang dijual?

Persoalan ini mirip dengan sebelumnya, namun kali

Solusi: ini kita hanya diberikan sebuah persamaan:
misalnyax adalah banyaknya boneka dabanyaknya
mainan kereta api. Maka kita memiliki dua persamaan 7x + 18/ =208 3)

dengan dua peubah yang belum diketahui nilainya.
Dalam aljabar linear kita tahu bahwa untuk
25 (1) menyelesaikan persamaan linear, kita membutuhkan
208 (2) Persamaan Rging sedikit sebanyak jumlah peubah.
Pada soal di atas terdapat dua peukatany dengan
Persamaan di atas dapat diselesaikan dengan berbdgaYa sebuah persamaan. Tapi, ada satu tambahan
cara, tapi mungkin adan lebih mudah dengakUnci dalam soal di atas, yaitu banyaknya boneka da
mengubah persamaan pertama menjadi25 -y lalu Mainan kereta api tidak mungkin negatif.
kita sulihkan nilai x ke persamaan kedua:

X+y
>+ 18y

Sekarang kita mulai dengan mengubah bentuk
persamaan (3):



7x=208-18y Sekarang kita sulihkaa untuk mendapatkay
X= 20818y 5-7a 5-7(-1+4 12-28c
7 y= —ra == (=1+40) = _ =3-7c

_ 4 4 4 (5)
X = 29—2y+5—74y

Akhirnya kita dapat menyulihkay pada persaman (5)
£ dalam persamaan (3) untuk mendapatkan

Kelihatannya kita belum menyelesaikan apapun, tagehinggai

karenay adalah sebuah bilangan bulat, jadi pastila
nilai (29 —2y) dan (5 — $)/7 juga adalah bilangan

bulat. Misalnya kita sebut (5 —y#7 dengana x=22+18
sehingga menghasilkan persamaan: y=3-7cC
5-4y Jikac = 0 kita memperoleh solusi yang sama dengan
a= 7 persoalan sebelumnya yaitu= 22 dany = 3. Akan
7a=5-4y tetapi, untuk bilangan bulat yang berbeda akan
menghasilkan hasil yang berbeda terhadagan y.
dy=5-Ta Kita dapat lihat bahwa nilai positifc akan
5-7a mengakibatkan nilai negatif bagi Tapi jikac = -1,
T2 maka x = 4 dany = 10. Akan mudah diperiksa
1-3a kebenaran nilak dany dengan menyulihkan kembali
y=1l-a+ ke persamaan semula. Jika bilangamenjadi lebih

kecil dari -1 makax menjadi negatif. Jadi, untuk

Seperti sebelumnya, di sini kita belum menemukaWengh.aS!!kan_mla' po;°,|t|f bagi dan y, hanya
. . -mungkin jikac = 0 atauc = -1. Dengan menyulihkan

solusi persamaan, tapi sekarang persamaan terliha ) S
o . ) ._miaka untuk jawaban yang benaharuslah bernilai 0.

menjadi lebih sederhana karena pembagi menjadi

lebih kecil. Pembagi semula 4 dan kini menjadi 7.
Seperti sebelumnya, kita tahu bahvwaa adalah 3. PERSAMAAN DIOPHANTINE LINEAR

bilangan bulat dan 1 — a pastilah juga bilangamtbul

Sehingga (1 —&/4 juga bilangan bulat dan kita sebyt?Pa yang bar.u saja kita lakukan untuk.menyellesaikan
denganb. Sekarang kita ulangi langkah di atas untuR€rsamaan dikenal dengpersamaan Diophantine

b: sebuah persamaan yang akar-akarnya haruslah
bilangan bulat.
1-3a . .
b= Ada banyak bentuk persamaan Diophantine.
4 Persamaan yang baru saja kita selesaikan disebut
4b=1-3a denganpersamaan Diophantine linearyaitu semua
3a=1-4b koefisien paubahnya adalah bilangan bulat.
1-4b "
a=—— Pada persamaanx7+ 18 = 208, jika hanya
3 dibutuhkan akar-akar yang merupakan bilangan bulat
a= _b+1;b (boleh positif atau negatif), maka persamaan

Xx=22+1&8dany=3-T
Dengan alasan yang sama dengan sebelumnya, (1 —

b)/3 pasti adalah bilangan bulat dan kita sebut akan menghasilkan solusi yang tak berhingga, dimana
setiap bilangan bulat berbeda untaknenghasilkan
oo 1-b solusi yang berbeda pula.
K
X—1-b Pandangan yang lehih geometrik mengenai hal ini:

jika kita memiliki sebuah grafik ¥ + 18y = 208,
solusinya adalah setiap titik yang dilalui garisébut.
yang merupakan bilangan bulat.

Sekarang dapat dilihat bahwa berapapun bilanggfppat dilihat dalam gambar 1 pada halaman
bulat ¢, b akan menjadi bilangan bulat. Denganse|anjutnya.

menyulihkanb ke persamaan sebelumnya dan didapat:

b=1-3c

aolodb_1-40-3) 3+l
3 3 3




\ a danb juga dapat membagi maka tidak ada batas
A solusi bulangan bulat.

Pengamatan lebih lanjut tentang permasalahan
tersebut juga diterapkan pada persamaan Diophantine
linear umum:

Jika , y) adalah solusi bilangan bulat untuk

ax+by=c

maka akan terdapak ¢ bk y — ak dimanak adalah
bilangan bulat. Jika kita menyulihkan+ bk untuk x
Gambar 1: grafik’x + 18/ = 208 dany — akuntuk y, kita dapatkan:

Misalnya kita mulai dengan titik sembarang, (%) a(x-bk)+b(y-ak)=c
dan menjumlahkan 18 dengan koordimatan pada

saat yang sama dikurangi koordinat y dikurangi 7. ax+abk-+by-abk=c

ax+by=c
Xo = % +18
Vo= yi—7 Jadi jika & y) adalah solusi, maka (+ bk y — aR
juga adalah solusi. Contoh dari hal ini sudah kita
Kita dapat menjumpai titik lain dalam grafik yangterapkan pada pembahasan sebelumnya.
juga memiliki koordinat bulangan bulat. Dengan

memperhatikan persamaan (3):
4. PENYEDERHANAAN PECAHAN

7x+ 18 = 208
Sekarang kita lompat dahulu ke persoalan yangasekil
Jika kita menjumlahkan 18 dengarx, kita tidak ada kaitannya dengan persamaan Diophantine
mengurangkan ruas kiri dengan -718. Jika kita linear, tapi sebenarnya sangatlah berkaitan.
kurangi y dengan 7, kita menjumlahkan ruas Kkiri
dengan nilai yang sama: 18. Perubahan berikutnya Misalnya kita akan menyederhanakan bentuk:
adalah untuk membuat ruas kiri tidak berubah.
179703941
7(x-18) +18(y+7) =208 21523757.
7x— (7-18) +18y + (18-7) = 208
Untuk menyederhanakan pecahan tersebut, kita
Garis pada gambar 1 memiliki gradien yang negatmembutuhkan_PBB d.ari pembilang dan penyebut yang
dan memotong kuadran | serta melalui beberapa titfikan membagi pembilang dan penyebut.
di kuadran itu. Garis yang memiliki gradien positif

dapat memiliki solusi yang tak berhingga jika 21523757€- 179709411+ 3553362
keduanya positif. Dengan fakta tersebut, suatu
persamaan dapat dibentuk: Jika ada suatu bilangan yang dapat membagi
215237573 dan 179703941 maka bilangan itu
ax+by=c (6) haruslah juga dapat membagi 35533632, sehingga:

Dimanaa, b, danc adalah bilangan bulat dan memiliki PBB (215237573, 179703941) = PBB (179703941,
solusi &, y). Tapi, apakakk dany juga adalah bilangan 35533632)

bulat? Jawabannya tidak. Sebagai contoh, bagaimana ]

jika a danb adalah genap dao ganjil? Ruas kiri Jika kita lanjutkan, maka:

pastilah genap dan jika ruas kanan ganjil, tida& ad

kemungkinan untuk menghasilkan solusi bilangan 17907394% 355336325+ 2035781
bulat. Sama halnya jika dan b keduanya adalah 35533632 203578117+ 925355
kel!patan 3 dan c tidak. Ryas kiri akan me.nljadl 203578% 925355 2+ 185071
kelipatan 3 dan ruas kanan tidak. Persamaan ini pun

tidak akan menghasilkan solusi bilangan bulat. 925355-1850715+0

Jadi, jika Pembagi Bersama Terbesar (PBB)aldan Di dalam setiap kasus, setiap bilangan yang dapat
b tidak dapat membagc maka tidak ada solusi membagi ruas kiri pada persamaan di atas, jugat dapa

bilangan bulat. Hal yang menarik adalah jika PBBE damembagi ruas kanan. Pada baris terakhir, 185071



pastiiah PBB dari bilangan-bilangan itu. DengamHal yang menarik dari penempatan 1 untuk
membagi pembilang dan penyebut dengan 1850Tdenggantikan 208 adalah untuk tetap konstan.,
akan kita dapatkan pecahan yang sudamengingat 208 telah disederhanakan menjadi berbagai

disederhanakan. penyebut yang ~membaginya dengan  bulat
pembilangnya. Dalam perhitungan ini semua koefisien
179703941 185071971 971 memiliki nilai yang sama dengan yang dihasilkangpad
21523757  18507-116% 1162 perhitungan untuk menghitung PBB dari 7 dan 18.

Metoda yang baru saja kita laukukan disebdgntuk mendapatkan solusi, kita harus kembali
agoritma Euclidean menyulinkanb = 1 — 3. Setelah beberapa langkah,

kita dapatkarx = -5 + 1& dany = 2 — 7c dimanac
adalah bilangan bulat sembarang. Persamaan tersebut
5. ALGORITMA EUCLIDEAN DAN tidak memiliki solusi jikax dany positif. Oleh karena
PERSAMAAN DIOPHANTINE itu, ketika melakukan perhitugan PBB daridanb
dan PBB menghasilkan 1, kita telah melakukan

Sekarang kita gunakan algoritma Euclidean pady_lnyak perhitungan terhadap penyelesaian persamaan
persamaan Diophantine yang telah diselesaikan pagiPphantine

awal pembahasan:7x+18y =208 untuk mencari ax+by=1
PBB (7, 18). Jadi, jika kita dapat melakukan algoritma Euclidean
18-7.244 kita hampir tidak melakukan perhitungan melainkan
=let hanya melakukan sedikit aritmatika pada koefisien
7=4-1+3 yang dibutuhkan untuk menyelesaikan persamaan
4=31+1 dimana 1 digantikan dengan bilangan bulat sembarang
3=1.3+0 ¢

AT . - Sebagai contoh, untuk mencari solusi+7/18y = 208
Pada contoh ini, bilangan akhir adalah 1 jadi PBB d sumsikan kita telah menyelesaikan ¥ 18/ = 1.

18 dan 7 adalah 1 (18 dan 7 adalah relatif prim . .

Tapi, hal yang menarik adalah anggota bilangan pgEe’samaan lebih lanjut adalah
dari perhitungan di atas: 18, 7, 4, 3, dan 1 adalah
bilangan yang sama yang didapatkan sebagai penyebut
dari bagian pecahan dan koefisien bagb, danc di
bagian pembilang pecahan. Ketika kita menyelesaik
persamaan Diophantine ntuk persamaan (3).

x=-5+1&dany=2-¢

agr%manac bilangan bulat sembarang. Solusi yang
mudah adalah dengan membuat= 0 sehingga
didapatkan mendapatkan= -5 dany = 2 sebagai

o . . solusi parsial. Akan tetapi, jika kita mengalikadan
Kita tidak pernah menggunakan bilangan 208 ketika dengan 208, lalu ruas kiri dinaikan dengan faktor

menggunakan algoritma Euclidean untuk mencaﬁ%gari 208 maka jika kita naikan ruas kanan dengan

PBB 18 dan 7. Jika kita periksa kembali kalkuka L ktor vana sama. kita mendapatkan sepas
aritmatika yang telah diselesaikan di tiap kasietals, yang S P ~ pasang) (
yang memenuhi persamaan awal718y = 208. Jadi

akan jelas mengapa bilangan yang dihasilkan di&ed lusi dalah:
contoh harus sama. Andaikan persamaan awaf Usinya adaian.

Diophantine 208 diganti dangan 1:
x=-5.208 =-1040 day = 2- 208 = 416.

Tx+8y=1 Kita juga dapat melihat bahwa dengan menambah
w118y _oy+ 1-4y kelipatan 18 terhadap dan menambah kelipatan 7
7 7 terhadapy akan membawa kepada solusi yang lain.
1-4y Jadi solusi umumnya adalah:
a=—--—
7
1-7a 1-3a Xx= —1040 + 1Bdany =416 — K
y= =-a+
4 4 Jikak = 58 sebagai contoh, akan menghasilkan4
pl-3a dany = 10.
4
1-4b 1-b Jika kita memiliki solusi untuk 1 dari persamaan
a= 3 ~b+ 3 Diophantine linear, kita akan mendapatkan yang
1-b lainnya dengan menambah konstanta dengan kelipatan
c= 3 dari koefisien lawannya dan yang kita butuhkan lany

sebuah solusi.



Pada contoh sebelumnya, setelah kita sampai pada 49r +29g =1

b=1-% Lalu mengalikan r dan g dengan 900 untuk
menghasilkan solusi dari persamaan awal.
kita kembali menyulihkannya dan secara hati-hati
mencatat jejak dari koefisien dalam perhitungan. Tanpa melakukan kalkulasi, tapi hanya dengan
Tapi, karena setiap solusi akan menghasilkan solygiembaca nilai yang didapatkan dari algoritma
yang lain mengapa tidak dibuat saj& 0? Lalu kita Eyclidean untuk menghitung PBB 49 dan 29 dengan
hanya perlu untuk mencari bilangan tunggal. peubahi, j, k, dan| sebagai bilangan bulat dari
pecahan, kita hanya menuliskan hubungan diantara
peubah-peubah tersebut. Untuk mencari solusi dari
6. MENGGABUNGKAN SEMUANYA persamaan, hanya ekspresi di sebelah kanan yang
o penting. Sebagai catatan, bagaimana bilangan-
Dengan menggabungkan teknik di atas namun denggifangan dalah pecahan (selain 1) adalah nilai yang
bentuk yang sudah paling sederhana, akafhma dengan bilangan di sebelah kiri dari perhinng

diselesaikan persamaan Diophantine yang lain. algoritma Euclidean untuk mencari PBB 49 dan 29.
Misalnya pada suatu pet shop, harga tikus 5 dolar, 1- 299 1- 49
kumbang 3 dolar dan jangkerik 10 sen. Jika 100 r:T g= 59
hewan telah terjual dan total penerimaan adalah 100 1-20r 1-99
dolar, ada berapa tikus, kumbang, dan cricket yang i = r=———
dijual? 29 20
19 _1-20]
Jikar, g, danc adalah banyaknya tikus, kumbang, dan 1= 20 9
jangkerik, sehingga kita memiliki dua persamaan: K 1-2j . 1-9k
9 : 2
r+g+c=100 1-k
5r +3g + 0.1¢ = 100 == k=1-2
g+0. 2
Untuk mengubah persamaan di atas agar semDari baris terakhirk = 1 — 2 untuk bilangan bulat
koefisien menjadi bilangan bulat, kita dapasembarand. Jadi jikal = 0, kita dapatkan solusi
mengalikan persamaan kedua dengan 10: parsial. Jikd = 0 makak = 1. Jikak = 1 makg = -4.
Jikaj = -4, maka = 9. Jikai = 9, makar = -13. Dan
r+g+c=100 jikar =-13, makag = 22.

10r +30g + ¢ = 1000 ) )

Jadir = -13 darg = 22 adalah solusi untuk
J|_ka kita ku.rangkan persamaan pertama dengan kedua, 49r +299=1
didapatkan:

Untuk mendapatkan solusi parsial dari persamaan

49r +299 =900 awal, kalikan dengan 900 sehingga

Karena PBB 49 dan 29 adalah 1 yang dapat membagi r =-11700 dargy = 19800.
900 jadi akan ada solusi untuk kedua persamaan di
atas. Dari kasus sebelumnya, kita tahu bahwa solusi umum

] ) untuk persamaan awal menjadi:
Dengan algotritma Euclidean:

r=-11700+ 2%
49=29-1+20
g =19800- 4%
29=20-1+9
20=9-2+2 Kita mencari nilai tak negatif untuk dan g. Jika
9=2.4+1 11700 dibagi 29 maka dihasilkan bilangan diantara
2-1.240 403 dan 404. Jiklh= 404 maka nilai = 16 darg = 4.

Bilangan 404 didapat dari. Jika= 403 atalk = 405

Kita akan gunakan, j, k, .. sebagai bilangan bulat makar dang negatif.

untuk menggantikan pecahan yang didapat dai _ _
persamaaan Diopahantine. Kita akan secara par;'}{aqrena ada 100 hewan maka; 80,r = 16,9 = 4.
selesaikan persamaan sederhana:



7. KESIMPULAN

Suatu sistem persamaan linear dapat diselesaikan
dengan beragam cara yang berbeda. Jika kita hanya
tertarik pada solusi yang merupakan bilangan bulat,
dapat digunakan persamaan Diophantine. Dengan
persamaan Diophantine, jika hanya diinginkan hasil
yang tak negatif, banyaknya persamaan dapat kurang
dari banyaknya peubabh.

Untuk lebih menyederhanakan persamaan

Diophantine, dapat kita manfaatkan algoritma

Eucliedean. Dengan ini, kita akan membutuhkan

peubah tamabhan sebagai parameter. Selanjutnya
dengan melakukan perhitungan terhadap peubah
tersebut akan didapat bilangan bulat yang sesuai.
Dengan persamaan Diophantine semula.

Satu hal yang harus diingat ketika melakukan
persamaan Diophantine adalah kita harus berhati-hat
dalam mencatat “jejak” dari paramer yang digunakan.
Karena diakhir proses, kita harus menyulihkan
kembali setiap “jejak” ke dalam “jejak” sebelummya.
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