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1. (Fajrin) Dengan induksi matematika, buktikan bahwa 
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 habis dibagi 6 untuk setiap bilangan asli n. (30)
Jawab :

Untuk n=1, 
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 habis dibagi 6 (benar). Asumsikan pernyataan tersebut benar untuk 
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[image: image5.wmf]1

+

=

k

n

 , 
[image: image6.wmf]
[image: image7.wmf])

1

(

3

)

(

1

1

3

3

)

1

(

)

1

(

3

2

3

3

3

+

+

-

=

-

-

+

+

+

=

+

-

+

=

-

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

n

n

. Berdasarkan hipotesis sebelumnya, 
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 habis dibagi 6. Sementara itu, 
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 habis dibagi 3 untuk setiap bilangan asli k. Kemudian, bila k genap, maka 
[image: image10.wmf])

1

(

3

+

k

k

 habis dibagi 2, dan bila k ganjil, maka 
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 juga habis dibagi 2. Jadi untuk semua kasus, 
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 habis dibagi 2. Karena FPB(2,3) = 1, maka akibatnya 
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 habis dibagi 2.3 = 6, sehingga 
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 habis dibagi 6 (benar). Dengan demikian, berdasarkan prinsip induksi matematika, 
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 habis dibagi 6 untuk setiap bilangan asli n.
2. (Fajrin) Diketahui suatu barisan bilangan 
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. Dengan prinsip induksi kuat, buktikan bahwa 
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 untuk setiap bilangan asli n. (25)
Jawab :

Untuk n=1 dan n=2, pernyataan tersebut jelas benar. Asumsikan pernyataan tersebut benar untuk semua bilangan asli 1, 2, ..., hingga k. Akan dibuktikan bahwa pernyataan tersebut juga benar untuk 
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, sehingga 
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 benar. Dengan demikian, berdasarkan prinsip induksi matematika kuat, 
[image: image29.wmf]2

1

£

£

n

x

 untuk setiap bilangan asli n.
3. (Fajrin) Diketahui bilangan asli sembarang a, b, c, dan m. Jika 
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Jawab :

Jawabannya adalah tidak. 
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. a=4, b=5, c=2, dan m=2 adalah contoh nyata yang menyangkal pernyataan seperti tersebut pada soal.
4. (Fajrin) Tentukan dua bilangan asli terkecil yang jika dibagi dengan 7 bersisa 3, dan jika dibagi dengan 5 bersisa 2. (25)
Jawab :

Misalkan x adalah bilangan yang dicari. Kita mempunyai bahwa 
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. Karena 3 adalah balikan (invers) dari 7 modulo 5, maka 
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 adalah solusi persoalan yang diminta. Dengan demikian, dua bilangan asli yang memenuhi persoalan tersebut adalah 17 dan 17+35=52.
5. (Zakka) Sejumlah n pasang suami-istri akan mengisi tempat duduk sebanyak 2n mulai dari ujung kiri sampai ujung kanan. Akan tetapi, semua suami-istri ini pencemburu, sehingga mereka hanya mau orang yang duduk di sebelah pasangannya (sebelah kiri maupun kanan) adalah kosong (jika berada di ujung), dirinya, atau orang yang berjenis kelamin sama dengan pasangannya (laki-laki dengan laki-laki, perempuan dengan perempuan). Buktikan dengan induksi matematika bahwa akan selalu ada suami-istri yang duduk bersebelahan. (25)
Basis: untuk satu pasangan, maka pasti mereka duduk bersebelahan, benar.

Rekurens: dimisalkan untuk n pasangan ada pasangan yang bersebelahan, akan dibuktikan untuk n+1 pasang.

Bukti: pada n pasang sebut saja S dan I (S = laki-laki, I = perempuan) bersebelahan. Kemudian pasangan ke-n+1 adalah H dan W (H = laki-laki, W = perempuan).

Andai keduanya duduk tidak diantara S dan I, maka S dan I tetap bersebelahan.

Andai salah satu duduk di antara S dan I, sebut saja H, maka haruslah I juga karena H tidak boleh bersebelahan dengan W (karena mereka beda jenis kelamin dan bukan pasangan), sehingga H dan W duduk bersebelahan. Begitu juga jika W duduk antara S dan I, H harus duduk antara S dan I juga karena W dan S tidak boleh duduk bersebelahan, sehingga H dan W bersebelahan.

Menurut PIM, terbukti bahwa akan selalu ada suami-istri yang duduk bersebelahan.
6. (Zakka) Disuatu negara antah berantah, hanya dikenal tiga angka, yaitu 1, 2, dan 3. Sebuah bilangan disebut berdempet jika pada bilangan tersebut ada dua angka sama yang bersebelahan (misalnya 1223, 331, 122311), kemudian sebuah angka disebut terjepit jika angka di kiri dan kanannya kedua-duanya berbeda dan tidak sama dengan dirinya (misalnya 1233, maka 2 terjepit. 3132213, maka 3 dan 1 terjepit. Sedangkan 2 pada 121 tidak terjepit karena kanan dan kirinya adalah 1 kedua-duanya). Buktikan dengan induksi matematika bahwa jika seorang penduduk menuliskan sebuah bilangan tidak berdempet yang mengandung ketiga angka tersebut (1, 2, dan 3), maka akan ada angka yang terjepit di dalamnya. (30)
Basis: bilangan 3-digit, yaitu 123, 132, 213, 231, 312, 321 benar

Rekurens: Andai untuk bilangan n-digit ada angka yang terjepit, akan dibuktikan untuk bilangan (n+1)-digit.

Bukti: Misalkan pada bilangan n-digit, terdapat angka abc dengan a, b, dan c semuanya berbeda. Kemudian jika angka ke​-(n+1) adalah:

a: jika ia berada didepan a atau dibelakang c, tidak ada perubahan, jika ia berada antara b dan c maka a yang baru terjepit

c: jika ia berada didepan a atau dibelakang c, tidak ada perubahan, jika ia berada antara a dan b maka c yang baru terjepit

b: jika ia berada didepan a atau dibelakang c, tidak ada perubahan.

Menurut PIM, terbukti bahwa akan selalu ada angka yang terjepit.

7. (Zakka) Buktikan dengan induksi matematika bahwa semua bilangan berbentuk 11...1 pasti kongruen dengan 0 (mod 11) atau 1 (mod 11) (misalnya 111 ≡ 1 (mod 11) dan 111111 ≡ 0 (mod 11)) (30)
Basis: 1 ≡ 1 (mod 11). Benar.

Rekurens:

· Jika 11...1 (n suku) ≡ 1 (mod 11), maka 11...1 (n+1 suku) ≡ 11...1 (n suku) x 10 + 1 (mod 11) ≡ 1 x 10 + 1 (mod 11) ≡ 0 (mod 11)

· Jika 11...1 (n suku) ≡ 0 (mod 11), maka 11...1(n+1 suku) ≡ 11...1 (n suku) x 10 + 1 (mod 11) ≡ 0 x 10 + 1 (mod 11) ≡ 1 (mod 11)

Menurut PIM, benar.

8. (Zakka) Andi mengikuti sejumlah ujian, nilai ujian pertamanya adalah 60 dan ujian terakhirnya adalah 80, buktikan dengan induksi matematika bahwa ada saat nilai ujian Andi naik pada dua ujian yang berturutan atau dengan kata lain ada n sehingga ujian Andi ke-​(n+1) lebih besar daripada ujian Andi ke-n. (25)
Basis: Andi ikut 2 ujian, maka nilai ujian kedua = 80 > 60 = ujian pertama. Benar.

Rekurens:

Benar untuk n ujian, akan dibuktikan untuk n+1 ujian.

Pada n ujian, misalkan kenaikan nilainya pada ujian k ke ujian (k+1).

· Jika ujian (n+1) diletakkan sebelum ujian k atau sesudah ujian (​k+1), maka ujian k+1 tetap lebih besar daripada ujian k.

· Jika ujian (n+1) diletakkan antara ujian k dan ujian (​k+1), maka ada dua kasus:
Jika ujian (n+1) > ujian k, dan karena ujian (n+1) berada satu setelah ujian k, maka benar ada saat nilai ujian Andi naik.

Jika ujian (n+1) < ujian k < ujian k+1, dan karena ujian (n+1) berada satu sebelum ujian k+1, maka benar ada saat nilai ujian Andi naik.
9. (Zakka) a. Carilah semua bilangan bulat positif yang tidak habis dibagi 2 dan bersisa 2 jika dibagi 3 (15)
b. Carilah semua bilangan bulat positif yang memenuhi bagian a. dan bersisa 6 jika dibagi 7. (15)
(Gunakan Chinese Remainder Theorem untuk menyelesaikan persoalan di atas)

Jawab

a. Misal bilangan tersebut adalah x = 2k+1 = 3l+2
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k = 3n+2. Berarti x=2(3n+2)+1 = 6n+5
Jadi bilangan-bilangan yang memenuhi adalah x = {5,11,17,23,…}

b. Misal bilangan tersebut adalah x = 6n+5 = 7p+6
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n = 7q+6. Berarti x=6(7q+6)+5=42q+41
Jadi bilangan-bilangan yang memenuhi adalah x = {41,83,125,167,…} 

10. (Mira) Subroutine Exp 2 (N, M ; R)

R ( 1

K ( 2M

WHILE (K > 0)


R ( R x N


K ( K-1

RETURN

END OF SUBROUTINE Exp 2

COMPUTES : R = N2M
LOOP INVARIANT : R x Nk = N2M
Buktikan algoritma di atas benar dengan induksi matematika (semua variabel menggambarkan bilangna bulat non negatif) (30)
Jawab :

Karena N dan M bilangan bulat non negatif maka Exp 2 dapat ditulis N2M. Algoritma di soal akan ditunjukkan benar dengan menggunakna induksi matematika. Misal Rn dan Kn adalah nilai berturut-turut dari R dan K, setelah melewati loop whle n kali, n ≥ 0.

Misal p(n) adalah pernyataan : Rn x NKn = N2M dan akan ditunjukkan benar untuk setiap n ≥ 0 dengan induksi. Disini n = 0, maka :

i. Basis


R0 = 1, K0 = 2M adalah nilai variabel sebelum melewati loop.


Maka pernyataan p(0) adalah : R0 x NK0 = N2M





   1 x  N2M = N2M
adalah benar

ii. Langkah Induksi


Asumsikan bahwa p(K) adalah benar untuk suatu K ≥ 0. Setelah melewati loop K kali. Sehingga pernyataan p(K) dapat ditulis : 

Rk + NKK = N2M .. Setelah satu tambahan melewati loop,



RK+1 = RK x N dan KK+1 = KK-1, maka 



RK+1  x NKK+1 = (RK x N) x NKK-1



           = (RK x N) x NKK x N-1



           = RK x NKK


RK+1  x NKK+1 = N2M
Sehingga p(K+1) menjadi benar. Karena itu, dengan prinsip dari induksi matematika, p(n) adalah benar untuk setiap n ≥ 0

11. (Mira) Nyatakan PBB(350, 128) sebagai kombinasi lanjar dari 350 dan 128. (25)

Jawab :



350 = 2(128) + 94



128 = 1(94) + 34


 
  94 = 2(34) + 26


      
  34 = 1(26) + 8



  26 = 3(8) + 2



    8 = 4(2) + 0

Sisa pembagian terakhir sebelum 0 adalah 2, maka PBB(350, 128) = 2
Subtitusi :


     2 
= 26 - 3(8)



= 26 - 3(34 - 1(26))



= 4(26) - 3(34)



= 4(94 - 2(34)) - 3(34)



= 4(94) - 11(34)



= 4(94) - 11(128 - 1(94))



= 15(94) - 11(128)



= 15(350 - 2(128)) - 11(128)




= 15(350) - 41(128)
   

Jadi, kombinasi lanjar dari 350 dan 128 adalah  2 = 15(350) - 41(128)
12. (Mira) Tentukan karakter uji dari no ISBN 957-2309-87 (15)

Jawab :


Karakter uji
= ( 
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= (1.9 + 2.5 + 3.7 + 4.2 + 5.3 + 6.0 + 7.9 + 8.8 + 9.7) mod 11




= (9 + 10 + 21 + 8 + 15 + 0 + 63 + 64 + 63) mod 11




= 253 mod 11




= 0



Jadi, karakter uji ISBN nya adalah 0    

13. (Ilham) a. Tentukan rumus jumlah untuk deret  (20)
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b. Buktikan rumus yang didapat dari point a dengan induksi matematik (15)

Jawab :


a.  
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b. Basis Induksi


Untuk  n = 1,  
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    Langkah Induksi

1. Asumsikan untuk n = k benar yaitu 
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2. Untuk n = k + 1, 
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[image: image60.wmf])
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    = 
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14.(Ilham)Buktikan dengan induksi matematik untuk  f(x) = sinnx maka turunannya adalah         f’(x) = n.sinn-1x.cos x (30)
Jawab :

Basis Induksi


Untuk n = 1, 
f(x) = sin x , maka  f’(x) = 1.sin1-1x.cos x = cos x (terbukti benar)
Langkah Induksi

1. Asumsikan untuk n = k,  f(x) = sinkx , maka f’(x) = k.sink-1x.cos x benar

2. untuk n = k + 1,

f(x) = sink+1x = sinkx. sin x

f’(x) = 
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  = k.sink-1x.cos x.sin x + sinkx.cos x


  = k.sinkx.cos x + sinkx.cos x


  = (k+1) sinkx.cos x (terbukti benar)

15. (Ilham) Buktikan jika, 
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Jawab :

a = b + k1m

c = d + k2m

maka 

a x c = (b + k1m)(d + k2m)
   ac 
 = bd + bk2m + dk1m + k1k2m2
   ac
 = bd + Km 

dengan K = bk2 + dk1 + k1k2m
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16. (Ilham) Tentukan bilangan yang jika dibagi 3 menyisakan 2, dibagi 4 menyisakan 3, dan dibagi 4 menyisakan 5. (25)
Jawab :

Misalkan bilangan tersebut adalah x, maka
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Atau ekivalen dengan,
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2 + 3k1 = 3 + 4k2
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, dengan mengisi k2 dengan 2 didapatkan


        k1 = 3 + 4k2
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           k3  = 
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