Oleh: Dr. Ir. Rinaldi, M.T
Seri bahan kuliah Algeo 23

Dekomposisi LU

Update 2025

Bahan kuliah IF2123 Aljabar Linier dan Geometri

Program Studi Teknik Informatika
STEI-ITB



* Jika matriks A persegi non-singular maka ia dapat difaktorkan (di-dekomposisi)
menjadi matriks segitiga bawah L (lower) dan matriks segitiga atas U (upper):

A=LU
ail (02K aiz . dAin ] 1 0 O . 0 Uil Ui U1z ... Uln
ani ayyy A3 . Aoy 121 1 O . O 0 Uz U223 ... U
a3l aizn aiz3 . Ai3n - 131 132 1 . O 0 0 U3z ... U3p
anl an2 ans . Ann lnl ln2 ln3 . 1 O O 0 . Unn
L = matriks segitiga bawah (lower triangular matrix),
U = matriks segitiga atas (upper triangular matrix)
Untuk n = 4:
Q397 Q3z; Q33 Q34 lay I3; 1 0 O O Uz U3zg
Gy Qg Qg3 Q) Ly 1y lgz 1 . 0 O 0 Uy,
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Catatan:

1. Didalam materi PPT ini, seperti juga di dalam literatur lain, elemen diagonal utama
matriks L semuanya 1

2 -1 -1 1 0 0] [2 -1 -1]

0 -4 21=101 0f |0 -4 2

6 =3 1] |30 1] [0 0 4,
A _ L ) U

2. Didalam buku Howard Anton, elemen di dalam diagonal utama matriks U yang
semuanya 1 (matriks eselon baris), seperti di bawah ini:

2 6 2 2 0 0 1 3 1]
-3 =8 0| = |=2 10 01 3
49 2] 4 =3 7] [0 0 1]

A = L 1

3. Perbedaan keduanya tidak masalah karena hasil kali keduanya tetap sama dengan A.
Kita akan menggunakan bentuk yang nomor 1



* Memfaktorkan matriks A menjadi matriks L dan U sehingga menjadi A = LU
dinamakan dekomposisi LU (LU-decomposition)

e Terdapat dua metode untuk memfaktorkan A menjadi L dan U:
1. Metode LU-Gauss.

- Berdasarkan pada metode eliminasi Gauss

2. Metode reduksi Crout

- Berdasarkan kesamaan dua buah matriks



Pemfaktoran dengan Metode LU-Gauss

Misalkan matriks 4 berukuran 4 x 4 difaktorkan atas L dan U,

A=LU
a4 aiz  diy 1 0 0 0 Uir Ui U1z Uig
dy dp ar; Ay my 1 0 0 0 Uy Uz  Upg
as;  dx azz  dszg = msy; mzp 1 0 0 0 U3z U34
dq1 Qg d43  dyq my Mgy Mgz 1 0 0 0 Ugq

* Di sini kita menggunakan simbol m, ketimbang l,.j, karena nilai l,.j berasal dari
faktor pengali (m,.j) pada operasi baris elementer (OBE), yaitu R,— m;R,.

* Langkah-langkah pembentukan L dan U dari matriks A adalah sebagai berikut:



1. Nyatakan 4 sebagai 4 = I4

ail ain aijs ce dln 1 0 0O ... 0 ail di2 aiz ... din
ari ax Ay ... QA O 1 O 0 a1 a» a» ... A
asg azn asjy cee a3y — 0 0 1 ce 0 aylr di2 a3z ... dAin
ani an? ans .o Aun O 0 O e 1 ani an2 an3 ee. dApn

2. Lakukan elimimasi Gauss pada matriks 4 menjadi matriks U. Tempatkan faktor
pengali m;; pada posisi /; di dalam matriks /.

3. Setelah seluruh proses eliminasi Gauss selesai, matriks / menjadi matriks L,
dan matriks A di ruas kanan menjadi matriks U.



Contoh 1 (Kasus: tidak ada pertukaran baris selama OBE):

(LU Gauss naif — tidak ada pertukaran baris)

4 3 -1 1 0 0 4 3 g
A= |2 -4 s |=l0 1 o0 2 -4
1 2 6 o 0 1 1 2 6

Eliminasikan matriks 4 di ruas kanan menjadi matriks segitiga atas U, dan tempatkan

faktor pengali m; pada posisi /;; di matriks 1.

4 3
2 4
1 2

R - ('2/4)]?1

~

]23-(1/4)]31

4

0

3
-2.5
1.25

-1
4.5
6.25

Tempatkan my; =-2/4 =0.5 dan m3;= 1/4=0.25 ke dalam matriks L:




Teruskan proses eliminasi Gauss pada matriks A4,

4
0
0

3
-2.5
1.25

-1
4.5
6.25

Rs - (1'25/ 25)R;

~

4 3
0 2.5
0 0

Tempatkan ms, = 1.25/-2.5 = -0.5 ke dalam matriks L:

Jadi,

1
-0.5
0.25

0
1

0.5

0
0
1

—

1 0
-0.5 1
0.25 -0.5

0 4 3
0 0 -2.5
0 0

4.5
8.5




Aplikasi Dekomposisi LU

 Dekomposisi LU dapat digunakan untuk menyelesaikan sistem persamaan linier
Ax = b.

» Setelah A difaktorkan menjadi A = LU, maka

Ax=b
Ganti Adengan LU: LUx =b
* Misalkan
Ux=y
maka



Untuk memperoleh yi, y»,..., v» , kita menggunakan teknik penyulihan maju (forward
substitution) :

1 0 0 ..0 b .
121 1 O O i; = b21 dlperoleh yl: yZ, AR yn
Ly=b — dengan teknik
lnl ln2 ln3 | Vn bn penyuhhan maju
Dan untuk memperoleh solusi SPL, x;, x,,..., x, kita menggunakan teknik

penyulihan mundur (backward substitution):

Unp Ui Uiz ... Uy, X1 V1 diperoleh

0 u U ... U X = X1y X2y cuuy X
Ux = N 22 23 2n 2 2 15 X425 o o5 An
Y ; : |7 dengan teknik
O 0 O ... u, X, VY penyulihan

mundur



 Jadi, langkah-langkah menghitung solusi SPL Ax = b dengan metode
dekomposi LU dapat diringkas sebagai berikut:

1. Dekomposisi A menjadi matriks L dan U
2. Pecahkan Ly = b, lalu hitung y dengan teknik penyulihan maju

3. Pecahkan Ux =y, lalu hitung x dengan teknik penyulihan mundur

 Misalkan SPL Ax = b adalah:

4 3 11 [*©1 2
1 2 6 1 LX3 0

Matriks A sudah difaktorkan menjadi L dan U pada Contoh 1, yaitu

1 0 0 4 3 -1
L={—-0.5 1 0 U=10 -2.5 45

025 =05 1 0 0 8.5



* Maka, solusi Ax = b adalah sebagai berikut:

ly=b
1 0 0] [Y1] [2] > V172
—0.5 1 0 Yol=11 —> —0.5y1 ty,= 1 - Y, = 1+ 05y1 =1+ (05)(2) =2
B — 0.25y,— 0.5y, +y;=0 —>y, =0-0.25y, + 0.5y,
025 —05 11Dl 10 = 0-(0.25)(2) + (0.5)(2)
=0-(0.5)+(1)=0.5
Ux=vy

> 8.5%, = 0.5 —> X, = 0.5/8.5 = 0.0588
[ _25 45‘[ ‘ [ ] — =2.5%, +4.5%; =2 — x, = (2 —-4.5x;)/(-2.5)
0.5

= (2 — (4.5)(0.0588))/(=2.5) = —0.69412

1+ 3X,=X%X3=2 > x=(2-3x,+Xx3)/4
= (2 —(3)(—0.69412) + 0.0588)/4
=(2+0.3+0.5) = 1.03529

Jadi, solusi SPL adalah x; = 1.03529, x, =-0.69412, dan x; = 0.0588



Contoh 2 (Kasus: ada pertukaran baris selama OBE)

Faktorkan matriks 4 berikut

1
2

-1

[~ =

[—

lalu pecahkan sistem 4x = D.

Penyelesaian:

Eliminasikan matriks 4 di ruas kanan menjadi matriks

faktor pengali m1; pada posisi /;; di matriks 7.

[ =

Ry-(2)Ry

Rs-(-'/)R,

' LN —

[—

segitiga

e T

atas U, dan tempatkan

14



Tempatkan my; =2 dan m31=-1/1 = -1 ke dalam matriks L:

1 0 0
L= 2 1 0
-1 nms» |

Teruskan proses eliminasi Gauss pada matriks 4. Dalam hal ini calon pivot bernilai 0,
sehingga baris kedua dipertukarkan dengan baris ketiga:

1 1 -1 1 | -1
0 0 3 Ry R; 0 2 0
0 2 0 0 0 3

Jangan lupa mempertukarkan juga R, < R3; pada matriks L, kecuali elemen diagonalnya

1 0 1 0 0
L= 2 1 0 R2 = R3 -1 1 0
-1 mso | 2 ms» 1




Jangan lupa mempertukarkan juga R, << Rz pada vektor b,

b = 5 R2C>R3 1

Teruskan proses eliminasi Gauss pada matriks 4:

1 1 -1
R3 - (0/2)R2 O 2 O — U
0O O 3

Tempatkan ms3; = 0/2 =0 ke dalam matriks L:

1 0 0

2 0 1




Jadi,

1 1
A= -1 1
2 2

Berturut-turut dihitung y dan x sebagai berikut:

Ly=b — | -1

—_O

0
0
1

O =

V1
2
V3

o O

U

N —

[E—

SN

Y1, V2, dan y; dihitung dengan teknik penyulihan maju:

34! =1
V1 T2 =1
2y +0ty; =5

—)y3:5-2y1:3




ek
ek
1
ek
o
[E—
[E—

Ux=y ——

-
S N
W O
==
(USTEEN \O)
I
I

X1, X», dan x5 dihitung dengan teknik penyulihan mundur:

3x3 =3 — x3=1
2)C2+O)C3 =2 —)X2:1
X1+ X -X3 =1 —> x;=1

Jadi, solusi sistem persamaan lanjar di atas adalah x = (1, 1, 1)".



Pertukaran baris untuk matriks yang berukuran besar diperlihatkan oleh matriks
di bawah 1ni:

ar as ay as ae
> by bs bs be
C4 Cs Cé Rs <= Ry

QOO ds ds (*)

é4 és €6

Joo S5 Je

a a as as  as
» by by bs  be
3 ¢4 C5  Ce

es es  eg

0
0 0 ds ds
O fa f5 S

S
S

A—

oo @R
oo oo
S o on
S o oo o-.
oo oo

Maka, baris ke-5 dan baris ke-4 pada matriks L juga harus dipertukarkan:

1 0O 0 0 0 0 [ 1 0O 0 0 0 O]
mni 1 0 0 0 0 mmi 1 0 O 0 0
L N msi ms» 1 0 0O 0 R5 = R4 msr mz3 1 0 0 0
myg may maz| 1 0 0 (*) msi msy ms3| 1 0 O
msr—ase sl x 1 0 mp—agp el x 1 0
| me1 Mgz mez X  x 1_| _me1 mex mez x  x 1 _



* Tidak semua matriks bujursangkar dapat difaktorkan menjadi L dan U. Perhatikan
contoh di bawah ini.

Contoh 3: Faktorkan matriks A berikut menjadi L dan U

1 -1 2
A=|3 -1 6
2 —2 4

Penyelesaian:

1 —1 2]R2-3RI[1 —1 2 1 0 0
[3 —1 6] ;’ , 1[0 2 0] Matriks L sejauh ini = [3 1 O]
2 =2 417l o o 2 ms, 1

Oleh karena baris 3 seluruhnya 0, maka nilai m,, tidak dapat ditentukan, sehingga
matriks A tidak dapat difaktorkan menjadi LU.



Pemfaktoran dengan Metode Reduksi Crout

* Meskipun metode LU Gauss dapat digunakan untuk melakukan dekomposisi
LU, terdapat metode dekompoisisi LU lain yang digunakan secara luas, yaitu
metode reduksi Crout

* Nama lain: metode reduksi Cholesky atau metode Dolittle

Dalam membahas metode reduksi Crout, tinjau matriks 3 x 3 berikut:

ai apn ais 1 0 O Uil Uip Uz
A = anr adr» ar3 L= 121 1 0 U= 0 l/lzjz Ur3
asq asn ass 131 13,2 1 0 0 Us3



Karena LU = 4, maka hasil perkalian L dan U itu dapat ditulis sebagai

U Upo Uiz ar dip aps
LU= | lLhuy  bwuptuy  bhiustuys

I
N
I

ar dry Ay
vy Byugg + Bousy Biugs + Gougs + uss azy a4z ass

Dari kesamaan dua buah matriks LU = A, diperoleh

Ui — d4di, Uip = Aapp , Uiz = d3 } Baris pertama U
a
by = ay — b= 2L
Uy
. Kolom pertama L
Livy = a3 —> L = 2L
Uy
1211/!12 T Uy = Ay — Uy = dy - 1211412 } Baris kedua U
biwys tuys = ap — Uy = aas - hiuys



—/
A3 ~t31Uo Kolom kedua L

Ly + Loty = azp — [ =
Uy,

Lz + by Y usy =ass —  usz=asz - (s + houxz) § Baris
ketiga U

Kita perhatikan ada urutan pola teratur (berselang-seling) dalam
menemukan elemen-elemen L dan U, yaitu:

(1) hitung elemen-elemen baris pertama dari U

(2) hitung elemen-elemen kolom pertama dari L

(3) hitung elemen-elemen baris kedua dari U

(4) hitung elemen-elemen kolom kedua L

(5) ... dst

(...) hitung elemen-elemen baris ke-k dari U

(...) hitung elemen-elemen kolom ke-k dari L



Rumus umum menghitung u dan / untuk sistem dengan matriks 4 yang berukuran

3 x 3 dapat ditulis sebagai berikut:

p—1
Upi — Apj - Lok
k=1
dan
qg—1
dig ~ Z Lig g
_ k=1
U

\»

p=12,3,...,n
j=p,ptl,....n

g=1,2,3, ..., n-1
i=qgtl,gt2,....n
dengan syarat u,, # 0

(P.4.13)

(P.4.14)



Contoh 4: Selesaikan SPL

Xi+Xx, -x3 =1
2X,+2X,+Xx3 =5
X, +X, +2x3 =5

dengan metode dekomposisi LU, yang dalam hal ini L dan U dihitung dengan metode reduksi
Crout.

Penyelesaian:

[E—
[E—

[E— 1
[E—
[—

Diperoleh: up=a; =1
up=ap =1 < elemen-elemen baris pertama U
upiz=a;3=-1

121 =a21/u11 =2/1=2

< elemen-elemen kolom pertama U
131 = a31/u11 =-1/1=-1

Upy=ay - bhup=2-21=0 < elemen-elemen baris kedua U



Karena u,, tidak boleh nol, lakukan pertukaran baris, baik untuk matriks 4 maupun untuk
vektor b:

Matriks A4 Vektor b
R, & Ry 1 1 -1 R, & Ry 1
11 1
2 5

Hitung kembali nilai /,; , /5; , dan u,, (Perhatikan bahwa nilai u,4, u;,, u;3 tidak berubah)

121 = Clzl/ull =-1/1=-1

< elemen-elemen kolom pertama L
131 = Cl31/l/l11 =2/1=2

Uy =day - hiup=1-C-H)(1)=1+1=2
U3 = ay - biu;z=1-(-1)(-1)=1-1=0

< elemen-elemen baris kedua U

Iy = ay, —Il3up; _ 2_2(1) _0 < elemen-elemen kolom kedua L
Usy 2

26



Diperoleh L dan U sebagai berikut,

1 1 -1 1 0 0
U= 0 2 0 L= -1 1 0 dan b=
0 0 3 2 0 1

Berturut-turut dihitung y dan x sebagai berikut:

1 0 0 V1
Ly=b—— | -1 1 w|l =
2 1 V3

Y1, W, dan y; dihitung dengan teknik penyulihan maju:
34! =1

-y1+y2 =1 —)y2:1+y1:1+1=2
2y t0nty; =5 = »=5-2y=3




Ux=y —— 0O 2 0 X =12

X1, X», dan x;3 dihitung dengan teknik penyulihan mundur:

3)63 =3 —)X3:1
2X2+0X3 =2 —)XQZI
X; Tt Xp-X3 =1 —>x1=1

Jadi, solusi sistem persamaan lanjar di atas adalah x = (1, 1, I)T.



Dekomposisi LU adalah metode yang kompak

e Jika diamati elemen segitiga bawah pada matriks U semuanya bernilai nol,

sehingga ruang yang tidak terpakai itu dapat dipakai untuk menyimpan
elemen matriks L.

* Elemen diagonal matriks L seluruhnya 1, jadi tidak perlu disimpan (default).

Dengan demikian, penyimpanan elemen L dan U pada satu matriks dapat
menghemat penggunaan memori.

* Selain itu, matriks A hanya dipakai sekali untuk memperoleh L dan U,
sesudah itu tidak dipakai lagi.



* Dengan demikian, setelah L dan U diperoleh, elemennya dapat dipindahkan ke
dalam A.

e Karena alasan ini, maka metode dekomposisi LU dinamakan juga metode
kompaksi memori.

4 3 -1 1 0 0] [4 3 —1
A=l—2 —4 5]=[—0.5 1 0] [O —2.5 4.5]

1 2 6 025 =05 11 10 0 8.5
L U
4 3 -1 4 3 —1
[—2 —4 5 ] —> [—0.5 —2.5 4.5]
1 2 6 025 —-05 8

L dan U disatukan



Menghitung Determinan A = LU

* Determinan matriks A dapat dihitung dari perkalian determinan matriks L dan
determinan matriks U.

Kasus 1: Jika di dalam metode LU-Gauss tidak ada pertukaran baris

det (A) = det (LU)
= det (L) x det(V)
= (1) x det(V)
= det(U)
= Uyg Uy Uz ... U,

n

Keterangan: det(L) = 1 sebab semua elemen diagonal L adalah satu.



Kasus 2: Jika di dalam metode LU-Gauss terdapat pertukaran baris

* Jika terdapat operasi pertukaran baris, maka dekomposisi LU dengan
operasi pertukaran baris setara dengan mengerjakan dua proses terpisah
berikut:

1. Pertukaran baris dapat dipandang sebagai transformasi matriks A
menjadi matriks A' dengan cara permutasi baris-baris matriks (sama
dengan mengalikan A dengan matriks permutasi P),

A'= PA atau setaradengan A=PlA’

2. Dekomposisi A' menjadi LU tanpa operasi pertukaran baris
A'=LU



e Dari (1) dan (2), L dan U dihubungkan dengan A oleh

A=PLA'=PL1LU

 Determinan A dapat ditulis sebagai

det (A) = det (P!) x det (L) x det (U)
det (P1) x 1 x det (V)

det (P1) x det (U)

o det (U)

yang dalam hal ini o = det (P1) = -1 atau 1 bergantung pada apakah pertukaran
baris dilakukan sejumlah bilangan ganijil atau genap.



* Jika terjadi pertukaran baris sejumlah p kali, maka a dapat ditulis sebagai:
o= (-1)°

* o bernilai 1 untuk p genap dan -1 untuk p ganjil. Karena itu,

det(A) = (-1)°det(U) = (-1)P Uyy Uy, Usg . U, .

* Jika di dalam operasi baris elementer terdapat perkalian baris-baris matriks
dengan k, k,, ..., k,,, maka

_ (—DP ugquzz..upn
det(A) = kiko..km



Contoh 5: Hitung determinan matriks A berikut berdasarkan dekomposisi LU:

2 3 -1
A=| 4 4 3
2 3 1

Penyelesaian:

2 3 -1 Ry -*hH R,
4 4 -3 Rs - '2/2 R

Tidak ada proses pertukaran baris selama eliminasi Gauss, maka

det (4) = (2) (-2) (-5) = 20

Rs - 6/_2 Ry




Latihan (Kuis 2022)

a) Selesaikan SPL Ax = b berikut dengan metode dekomposisi LU. Metode
pemfaktorkan A menjadi L dan U yang digunakan adalah metode reduksi Crout.

53 belghele)

b) Tuliskan A sebagai hasil kali L dan U, verifikasi hasil perkaliannya.

A =

(Jawaban sedudah halaman ini)



Jawaban:

Uip = ann, Up=ap, Uiz = a3 }  Baris pertama U

a
biuy = ay — b= =2

Uy

4 Kolom pertama L
Ly = ay — L= 2L

Uy
1211412 T Uy = Ay — Uy = dy - 1211412 } Baris kedua U
bz Huyy = ary —> U3 = a3 - b3

Arr — LU
32 31%%12
l311/l12 + 1321/122 = dazp —> 132 = Kolom kedua L
u
22

Ly + Bouys T uss =ass —  usy =ass - (s + houys) 3 Baris
ketiga U



ull=2all=2,ul2=2312=2,ul3=313=-2
121 =a21/ull=4/2=2
131 =a31/ul2=-2/2=-1
u22 =a22-121ul2=4-(2)(2) =0 -2 tidak boleh nol
Pertukarkan baris kedua dengan ketiga:
2 2 =2 5

-2 2 4], b=[—1]
4 4 1 0
Ulang lagi menghtung 121, 131, dan u22

121 =a21/ull=-2/2=-1

131 =a31/ul2=4/2=2
u22=a22-121ul12=2-(-1)(2) =4
u23=a23-121ul13=4—-(-1)(-2) =2

132 =(a32—-131ul2)/u22=(4-(2)(2))/4=0/4=0

u33 =a33—-(131ul13-132u23)=1-((2)(-2) = (0)(2)) =5

A=




1 0 O 2 2 =2
L=1]|-1 1 0| danU=1|0 4 2
2 0 1 0O 0 5
Solusi SPL;:
1 0 o01[y1] 5
ly=b=2>|—-1 1 O0||y2| = [-1
2 0 1l|y3] 0
yl=5

y2=-1+yl=-1+5=4
y3 =-2yl1 =(-2)(5)=-10



e N

5x3=-10 2> x3=-2

42 +2x3=4 > x2=(4-2x3)/4=(4+4)/4=2

2x1+2x2-2x3=5-2>x1=(5-2x2+2x3)/2=(5-4-4)/2=-1,5
Solusi (x1, x2, x3) =(-1.5, 2, -2)

1 0 012 2 -2 2 2 =2
b) LU=[-1 1 0|0 4 2 |=|-2 2 4 | =Ayangsudah dipertukarkan baris
2 0 1110 0 5 4 4 1



Soal Latihan

1. Faktorkan matriks A berikut menjadi A = LU

3 —6 =3
2 0 6
-4 7 4]

lalu gunakan L dan U untuk menyelesaikan SPL:

5% = bxq =3x3= =13
2X1 b bxg = — 22
—d4x1+xy4d4x3 = 3

41



2.

a)

b)

Selesaikan SPL-SPL berikut menggunakan dekomposisi LU

2
0
-1

-3

—2
—2
5

12

N

2
2

_Il_
IE =
X3

-Il —
A2 | =
x3

"9
A | =
X3

d)

—

Lo e R

L

— O [

Lh o O O

x1]

X2
3

x4

42
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