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Sumber:

Howard Anton & Chris Rores, Elementary Linear Algebra, 10" Edition



Definisi

e Jika A adalah matriks n x n maka vektor tidak-nol x di R" disebut vektor
eigen dari A jika Ax sama dengan perkalian suatu skalar A dengan x, yaitu

AX = AX

Skalar A disebut nilai eigen dari A, dan x dinamakan vektor eigen yang
berkoresponden dengan A.

e Kata “eigen” berasal dari Bahasa Jerman yang artinya “asli” atau
“karakteristik”.

* Dengan kata lain, nilai eigen menyatakan nilai karakteristik dari sebuah
matriks yang berukuran n x n.



Y
* Vektor eigen x menyatakan matriks kolom Y Ax = A
yang apabila dikalikan dengan sebuah matriks ,
n X n menghasilkan vektor lain yang X
merupakan kelipatan vektor itu sendiri.
@) X XX

Sumber gambar: Wikipedia

* Dengan kata lain, operasi Ax = Ax menyebabkan vektor x menyusut
atau memanjang dengan faktor A dengan arah yang sama jika A positif
dan arah berkebalikan jika A negatif.
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Contoh 1: Misalkan A = [g

eigen dari A dengan nilai eigen yang berkoresponden A = 3, karena

ax= [y Sl l]= [l -3

_01]. Vektor x = E] merupakan vektor



Latihan 1

Perlihatkan bahwa x = [_11] merupakan vektor eigen dari matriks

11
A= [3 1]
gambarkan vektor x dan hasil perkaliannya dengan A.

dengan nilai eigen yang berkoresponden A = -2, lalu



Cara menghitung nilai eigen dan vektor eigen

* Diberikan sebuah matriks A berukuran n x n. Vektor eigen dan nilai eigen
dari matriks A dihitung sebagai berikut:

AX = X
IAx = AIx  (kalikan kedua ruas dengan I = matriks identitas)
AX = AIX
(M—A)x =0
X = 0 adalah solusi trivial dari (A/ —A)x =0
Agar (Al — A)x =0 memiliki solusi tidak-nol, maka haruslah

det(A/—A)=0

* Persamaan det(A/ — A) = O disebut persamaan karakteristik dari matriks A,
dan akar-akar persamaan tersebut, yaitu A, dinamakan akar-akar
karateristik atau nilai-nilai eigen.



Contoh 2: Tentukan nilai eigen dan vektor eigen dari matriks A = 1533 0 ]

-1
Jawaban:
(a) Menentukan nilai-nilai eigen det(A/—A) =
.1 01 13 07_ [ A —3 0
7""A"k[o 1] [8 —1]_[0 ] [8 —1] [ x+1]
det(A/l—A)=0 — ‘K —3 7»-?— 1‘ =0 > (A-3)(AL+1)=0—> persamaan karakteristik

—> A;=3dani,=-
Jadi, nilai-nilai eigen dari matriks A adalah A =3 dan A =-1.



(b) Menentukan vektor eigen

(M—AX =0 — 7‘__83 xf)rl] [2]48‘

UntukA =3 — [—08 2] [2]=[0]—> —8x,+4x,=0—>8x,= 4x, > X, =12 X,

— Solusi: x; =% t, x,=t, teR

1 1
Vektor eigen: x = [le [ ] =t F] —>membentuk ruang eigen (eigenspace)
t 1

1
Jadi, [E] adalah basis untuk ruang eigen dengan A =3
1

1

E],teR}

Ruang eigen ditulis sebagai E(3) ={x=t [
1



Untuk % = -1 — [K O ;ﬁll [ing]

5 ol Ll =[]

Selesaikan dengan eliminasi Gauss:

-4 0 O 1

10 0
s 0 olfVea| Y5 0 0

0 0 O
— Solusi: x; =0,x,=t, teR

]Rz 8R1[

Vektor-vektor eigen: x = [x1] = [O] =t [O] —membentuk ruang eigen (eigenspace)
X2 t 1
Jadi, [(1)] adalah basis untuk ruang eigen dengan A = -1

Ruang eigen ditulis sebagai E(-1) ={x =t [(1)], teR}



Latihan 2

Tentukan nilai-nilai eigen, vektor eigen, ruang eigen, dan basis ruang eigen dari
: 1 3
triks A=, |
matriks 3 1

Jawaban:

* Nilai-nilai eigen adalah A; = -2 dan A, = 4 (cara penyelesaiannya ditinggalkan sebagai latihan)

* Untuk A =-2, vektor-vektor eigen adalah x = 2] = [_tt] =t [_11]

Ruang eigen adalah E(—Z) = { X = t-_ll], t R }, baSiS ruang eigen = [_11]

e Untuk A =4, vektor-vektor eigen adalah x = 2] = [ﬂ =t [ﬂ

Ruang eigen adalah E(4) = {x = t_ﬂ, t € R}, basis ruang eigen = [ﬂ



3 -2 0

Contoh 3: DiketahuiA=|—-2 3 0]. Carilah nilai-nilai eigen dari matriks A dan basis untuk ruang

eigen. 0 0 5
Jawaban:
A 0 O 3 =2 0 A—3 2 0
M—A =10 A O]—l—Z 3 O]=[ 2 A—3 0 ]
0O 0 X 0 0 5 0 0 A—05
A—3 2 0
det(A/—A)=0—>| 2 A—3 0 [=0
0 0 A—05

Gunakan baris ke-3 (berwarna merah)sebagai acuan:

2

o, 25 ol ol olre-9 ]y 52,

=0
(A=5)((A=3)(A-3)-4)=0

(A=5) (A*=61+5)=0

(A=5)(A-5)(A-1)=0

— A =5dani,=1



A—3 2
Untuk A =5 —> X—

2
0

2

BRI

Selesaikan dengan eliminasi Gauss:

2 2 0

[220
0 0 O

matriks augmented

0 1 1 0 O
0|R1/212 2 0 O
0 0 0 0 O

Ruang eigen: E(5) = {x =

_1'
Basis ruang eigen: {[ 1
0 J

1 1 0 0
R2-2R110 0 0 O

0 0 0 O

diperoleh persamaan: x; + x, =
misal x, = s, x; = t, maka x; =

—S -1 0
S]=S[1]+t[0 ,
t 0 1.
0 —1]
, [0] } karena [ 1
1 0 |

sdant € R}

dan [

0
0
1

] bebas liner

0—>x1

—X;



wsr1o[ e IR
-7 1 _4” ik

Selesaikan dengan eliminasi Gauss:

-2 2 0 O 1 -1 0 O 1 -1 0 O 1 -1 0 0
2 -2 0 O0|R1/(-2)|2 -2 0 O0fR2-2R1{0 0 O O|R3/(-4)|10 0 O0 O
0 0 -4 0 0 0 -4 0 0 0 -4 0 0O 0 1 0

matriks augmented diperoleh persamaan: x;=0,X;,—X,=0 = x; = X,

misal x, = t, maka x, =t

t 1
Ruang eigen: E(1) = {x = [t] =t ll] , t € R}
0 0

Basis ruang eigen: {ll] }



Perhatian: Tidak semua matriks memiliki nilai-nilai eigen. Perhatikan contoh 4
berikut:

Contoh 4: Tentukan nilai eigen dan vektor eigen dari matriks A = [_52 _21]

Jawaban:
w-n=lo o)-05 S0 52
det(u-m)=0 —»[**2 1 |-0

—>(A+2)(A—-2)- (1)(-5)=0

—> A2=4 +5=0

— A2 +1=0 (akar-akarnyaimajiner)
Jadi, matriks A tidak memiliki nilai-nilai eigen



Latihan (Kuis 2021)

Diketahui matriks sebagai berikut :

0 0 =2
A=11 2 1
1 0 3.
a. Carilah nilai eigen dari matriks di atas.
b. Carilah basis ruang eigen dari matriks di atas.
C. Carilah vektor eigen dari matriks di atas.

(jawaban pada halaman berikut ini)



Jawaban:

Persamaan karakteristik dari matriks A adalah:

—A3+512-81+4=0
Atau

2-522+81-4=0
Dengan menggunakan pemfaktoran, didapatlah:
A-1)@A-2)?%=0

schingga, nilai-nilai eigen dari A adalah:

A=1 & A=2

Berdasarkan definisi,

adalah suatu vektor eigen dari matriks A yang terkait dengan A jika dan hanya jika Ax = Ax.
Hal ini berarti bahwa x dikatakan sebagai suatu vektor eigen dari matriks A jika dan hanya

jika x merupakan suatu solusi nontrivial dari persamaan (4 — Al)x = 0, yaitu:

A 0 -2 1* 0
[_1 1-2 1]][0]
-1 - 311x3 0

0 4
Jika A = 2, maka diperoleh
2 0 27[*] 0
5o -l
-1 0 -—-11ix3! 0




Dengan menggunakan operasi baris elementer, didapatlah
X1+x3=0 - x;=-x3

Karena dari hasil yang didapat, tidak terdapat keterangan mengenai x,, maka x; dapat
dianggap sebagai suatu parameter; misalkan x, = t. Dan, misalkan pula x3 = s, maka:

X1 = =S, X =, X3 =S8

sechingga, vektor eigen dar1 A yang terkait dengan A = 2 adalah vektor-vektor taknol yang

berbentuk
0
X = Xz

1
0

-—s —S

l?l : [E]

i

Karena

18



bebas linier (mengapa?), vektor-vektor ini membentuk suatu basis untuk ruang eigen yang

terkait dengan A = 2.
1 0 271 0
-1 0 -=21Ix3 0

Dengan menggunakan operasi baris elementer, didapatlah

Jika A = 1, maka diperoleh

Xy ¥ ZX3 =0 - X1 = —2x3
X, —x3=0 - Xy = X3
Misalkan x3 = s, maka
x; = =28, X =S8, X3=S
sehingga, vektor eigen dar1 A yang terkait dengan A = 1 adalah vektor-vektor taknol yang
berbentuk
X1 -2s -2
x=|xX2]1=| s |=s|1
X3 S 1
Karena

i

bebas linier (mengapa?), vektor di atas membentuk suatu basis yang terkait dengan A = 1.

19



Untuk menentukan vektor-vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen (A), harus
ditentukan terlebih dahulu basis-basis untuk ruang eigennya.
Perhatikan kembali contoh di atas. Untuk vektor eigen dari A yang terkait dengan A = 2
adalah vektor-vektor taknol yang berbentuk

-1 0
x=s|0|+1t]1
1 0

Misalkan s = 1 dan t = 1, maka didapatlah vektor eigen yang terkait dengan A = 2 adalah:

IS RENE

0
1

Sementara, untuk vektor eigen dar1 A yang terkait dengan A = 1 adalah vektor-vektor

taknol yang berbentuk

-2

x=s[1]

1

Misalkan s = —2, maka didapatlah vektor eigen yang terkait dengan A = 1 adalah:

iy

x=1- 2 b +

-1
0
1

0
1
0

20



Aplikasi nilai eigen dan vektor eigen

* Grafika computer dan computer vision

* Fisika: getaran mekanis, aliran panas, mekanika kuantum
* Biologi: dinamika populasi

 Sistem pendukung keputusan

* Ekonomi

e dll



Latihan

1. Diberikan matriks A sebagai berikut:

0 0 0
A=10 0 0
3 0 1

a). Tentukan semua nilai eigen dari matriks A
b). Tentukan semua vektor eigen dari A dan basis dari ruang eigen



Diketahu matriks :

0 0 —2
A=1]1 2 1
10 3

a) Hitunglah nilai eigen dari matriks A.
b) Tentukan vektor eigennya untuk setiap nilai eigen a).
c) Tentukan basis dari ruang eigennya.

23



Bersambung ke Bagian 2
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