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Perkalian Vektor

Perkalian vektor yang sudah dipelajari:
1. Perkalian titik (dot product atau inner product):a - b
2. Perkalian silang (cross product): a x b

3. Perkalian luar (outer product): a A b

Yang akan dipelajari selanjutnya — perkalian geometri: ab



Perkalian Geometri

* Perkalian geometri dioperasikan pada multivector yang mengandung
skalar, area, dan volume

* Perkalian geometri ditemukan oleh William Kingdom Clifford (1845 —
1879)

* Perkalian geometri dua buah vektor a dan b didefinisikan sebagai
berikut:

agb=a -b+anb

+—>
skalar  bivector




Sifat-sifat Perkalian Geometri

1. Asosiatif
(i) a(bc) = (ab)c =abc
(ii) (Aa)b = A(ab) = Lab

2. Distributif
(ia(b+c)=ab +ac
(ii) (b + c)a = ba + ca

3. Modulus
a’=aa = ||al|?



e Bukti untuk 3:
Misalkan a = a,e, +a,e,
maka
a’=aga=a-a+and

=a,0,+ 0,0, +(a,e,+a,e,)A(a,e,+a,e,)

=a,’>+ 0,2 +a,0,(e;ne;) +a,0,(e.n8,) + a,0,(e,ne,) + a,a,(e,ne,)
=a,>+0,2+0+a,0,(e;ne,) +a,0,(e,ne) +0

=a,’+ 0,2 +a,0,(e;ne,) —a,a,(e;ne,)

=a,?+ 0,2 +a,0,(e;ne,) —a,0,(e;ne,)

=a,°+0,2+0

=0, +a,?

= (Jai +a3)?

= |lall?




Contoh 1: Misalkan a = 3e, + 4e, dan b =2e, + 5e,, hitunglah ab dan a?

Jawaban:

ab=a-b+anb
={(3)(2) + (4)(5)} + (3e, + 4e, )A(2e, + 5e,)
={6 + 20} + 6(e,; A e,)+ 15(e, A e,)+ 8(e, A e,)+ 20(e, A e,)
=26+ (6)(0) + 15(e; A &,)+ 8(e, A e,)+ (20)(0)
=26 +15(e; A e,)—8(e; A &)

=26+7(e; A e)

a’=aga=a-a+anra =|al?
= (V33 + 42)?
=324 42
=9+16
=25




* Modulus ab dihitung dengan dalil Phytagoras sbb:
labl|? - bl|? +|la A bl|?

21|b||? cos? O + ||al|?||b]|? sin% 6

211b]|? (cos? O + sin? 0)

2IIblI?  (sebab cos? 0 +sin2 6 =1)

Q Q Q Q

Jadi,

labll = llalll[b]]




e Kemudian,
ab=a-b+aAb
ba=b-a+bAra=a-b—aAnb
ab—ba =(a-b+anb)—(a-b—aAb)
=(anb)+(anb)=2(anDb)
Jadi,

(@ A b) = %(ab ~ ba)

e Selanjutnya,
ab+ba =(a-b+anb)+(a-b—anrb)=2(a-b)
Jadi,

(a-b)=%(ab+ba)




Perkalian geometri vektor-vektor basis

* Vektor-vektor basis satuan standard adalah e, e,, e;, ...

—_ — —_ - 2 —

* Dengan cara yang sama, maka |e,e, =e,°=1 |dan |eje;=e;%=1

* Perkalian geometri e, dan e,:

e,e,=e;-e, +te;ne, =0+e,Ae, =e,A€, | ee,=€,A8,

Note: e, A e, dapat diganti dengan notasi e e, atau e,

Note: e, A e, dapat diganti dengan notasi —e,e, atau —e,



Soal Latihan dan Jawaban

(Soal UAS 2019)
Jika diketahw tiga buah vektor:
a = 2¢1 + 2e0 + €3

b = 3e1 + 2e0 — 264
c =e1+ 2e0 — eq

Hitunglah
1). (a+b)c 2). (aND)e

3). (a+Db).c
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1) a+b=(2e,+2e,+e;)+(3e, +2e,—2e;)=5e, +4e,— e,
(a + b)c = (5e, +4de, —e;)(e; + 2e,—e;)
=5+ 10e,,—5e,5+4e,;, +8—-4e,;—e;; —2e5,+ 1
=14+ (10—-4)e,, + (-4 + 2)e,5 + (5 —1)e,,
=14 + 6e,, —2e,; +4e;;

2) (a Ab)=(2e,+2e,+e;) A(3e, +2e,—2¢e,)
=(4—-6)e, + (-4 +2)e,5 + (3 +4)e,,
=—2e,,—2e,5+7e;3
(a A b)c=(-2e,,—2e,; +7e5,)(e; +2e,—e,)
=2e,—4e,+2e,,3—2e,,5t4e;+e, + 7e;+1d4e,5+ 7€,
=(-4+7)e,+(2+1)e, +(4+7)es;+(2—-2+ 14)e,,;
=3e, +3e, +1le;+ 14e,,;



3)(a+b)-c=(5e,+4e,—¢e;) (e, +2e,—e,)
= (5)(1) +(4)(2) + (-1)(-1)
=5+8+1
=14



Sifat-sifat Imajiner Outer Product

e Kuadratkan outer product dari vektor-vektor basis satuan:
(e;ne)’=(e;ne))(e;ne,)
= €,6,6,8,
—€,8&,
= —€,€,6,8,
— _12 12
=-1
* Jadi, |(e;Ae,)?>==1 | — mirip dengan imajiner i2=-1

* Aljabar Geometri memiliki hubungan dengan bilangan kompleks, bahkan juga
dengan quaternion, dan dapat melakukan rotasi pada ruang vektor dimensi n.




Pseduoscalar

* Elemen-elemen aljabar di dalam aljabar geometri:
skalar — grade-0
vektor — grade-1
bivector — grade-2
trivector — grade-3
dst

e Di dalam setiap aljabar (aljabar skalar, aljabar vektor, aljabar bivector, dst),
elemen paling tinggi dinamakan pseudoscalar dan grade-nya diasosiasikan
dengan dimensi ruangnya.

* Contoh: - di R? elemen pseudoscalar adalah bivector e, A e, dan berdimensi 2.

- di R? elemen pseudoscalar adalah trivector e; A e, A e



Rotasi dengan Pseudoscalar

* Pseudoscalar dapat digunakan sebagai rotor (penggerak rotasi).

* Misalkan pseudoscalar di R? dilambangkan dengan /, jadi
I=e,Ane,=ee,=¢€,
* Perkalian vektor satuan e; dan e, dengan I
e,/ =ee,=eee,=e,%e,=(1)e, = e,
e,/ =e,e, = e,e,6,=e,(—e,e )=—e,’e,=—(1)e, =—¢,
—-e,/ =—-ee,,=—e,e,6,=—€,%e,=—(1)e, =

— e,/ =—-e,e,=—6,e,6,=—€,(—e,e;) = e,%e; = (1)e1 =e,



* Perkalian vektor a = a,e; + a,e, dengan I

al

(1c1€o

= (aie; + mey)ere;

2
ajeje; + axeze;e;

2
1€y — €5,€ -

—mMe; + a6

yang sama dengan memutar vektor sejauh 90
derajat berlawanan arah jarum jam.
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* Perkalian vektor / dengan a = a,e; + a,e,:

la = ejeya
e1e(aje; + aper)

— d;€1€7€1 + E’IgElE%

= —a1€; + areq <

e |

— )] — 1€

yang sama dengan memutar vektor sejauh 90
derajat searah jarum jam.

e Jadi,
al = —Ia

* Perkalian vektor dengan pseudoscalar tidak komutatif.
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TasrLE 8.1

Products in R?

Type Product Absolute Value Notes
inner e) - e 1 € -e) =e - e
outer ey N e 0 ex Aey =e; A e
geometric el 1 e = el
E‘]I = —JTE']
inner e - e 0 e, -e =e€-e
outer e A e 1 e ey = —(ex Aep)
geomeftric =) ] ez = —en
€ = |
I’ =—1
- 2
inner a-a | all
outer ana 0
geometric a? | a|?
inner a-b lallllb]|l cos® a-b= Lt(ab+ ba)
a EJI + {12&"2
outer anb la|lllb| sin® aAb=3(ab— ba)
a, by — a, b, aAb=(aby —ayb))e; A ey
geometric ab Nlalllbll ab=a-b+anb

al = —Ia
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Hubungan antara vektor, bivector, dan
oilangan kompleks

* Diberikan vektor a = a,e; + a,e,dan b = b,e; + b,e, di R?, maka
ab = (ajey + ayer) (biey + byey)
p— EIII“J]E'% —|— E’Ilbgﬁlg + Hgblegl ‘I‘ E’Igbgﬁ'%
— E’IlI’J] — Hgf?g + E’Ilbgﬁlg — E’Ig(’h‘flg

= (a1by + ayb,y) + (a by — arby)eqs

anb

a-b
= (a;by + a,b,) + (a;by — a,by)1

n
»

skalar bivector

20



* Perhatikan bahwa
ab = (a,b; + a,by) + (a;b, — a,by)I

ekivalen dengan bilangan kompleks Z = p + qi.

* Jadi, kita dapat membentuk bilangan yang ekivalen dengan bilangan kompleksZ
yang dibentuk dengan mengkombinasikan skalar dengan bivector:

/ = ay + e = a; + HEI

yang dalam hal ini a, adalah bagian riil dan a, bagian imajiner.



* Vektor a dapat dikonversi menjadi bilangan kompleks Z sebagai berikut. Diberikan
vektor a adalah a = a,e, + a,e,, maka

2
e1a = ej(a1e1 + dey) = 1€, + @he1€ = a; + ﬂlgf

Jadi,

eia =/

e Kalau urutan perkaliannya dibalik sebagai berikut:

),
ae; = (aje; + apey)e = aje] + mere; = a; — apl

maka hasilnya adalah bilangan kompleks sekawan (conjugate) Z.

ae, =7/
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Soal Latihan Mandiri

1. (Soal UAS 2018)
Diberikan tiga buah vektor:

a = 2eq1 + es + eq

b = 3e1 + Hea — 2eq

¢ = —e1 + 2¢90 — €3
hitunglah :
1). a(bAc) 2). a.(bAc)

3). a(b+ ¢)

23



2. (Soal UAS 2019)

Jika I, = eq99 ., adalah pseudoscalar di R", tuliskan ekspresi berikut
dalam bentuk yang paling sederhana:

1). I 1115 2). e1Iol314l5 3). (I3)*([2)2 515

3. (Soal UAS 2018)

Misalkan a adalah sebuah vektor 5¢; — 2¢5. Bagaimana cara merotasikan
vektor a searah jarum jam sebesar 90° dengan pseudo-scalar. Tentukan
bayangan a (misalkan a’).
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Multivector

* Multivector adalah objek yang mengandung skalar, vektor, bivector, dan
objek lain yang dihasilkan dengan perkalian geometri.

. IM.ultivector dapat dijumlahkan atau dikalikan seperti objek-objek geometri
ainnya

* Multivector di R2 mengandung skalar, vektor, dan bivector.
* Multivector di R® mengandung skalar, vektor, bivector, dan trivector.

* Dan seterusnya untuk multivector di ruang dimensi yang lebih tinggi.



Multivector di R?

* Multivector di R> merupakan kombinasi linier dari skalar, vektor, dan bivector.
Elemen-elemen di dalam multivector diresumekan pada tabel berikut:

TABLE 8.2

Element Symbol Grade
| scalar A 0

2 vectors le|, es} 1

1 unit bivector e1 A e = e 2

* Multivector A di R? dinyatakan sebagai

A=Ay, +Ae +he,+Ah(e;ne,)
<+—> < > < >
skalar vektor bivector




Contoh 1: Diberikan dua buah multivector A dan B sebagai berikut:
A=4+3e,+4e, +5e,,
B=3+2e,+3e,+4e,,

(i) Penjumlahan
A+B=7+5e,+7e,+9%e,,
A—-B=1 +e,+e,+ey,

(ii) Perkalian
AB = (4 +3e,+4e, +5e,,)(3 +2e, +3e, +4e,,)
(lakukan perkalian suku-suku seperti biasa,
dan gunakane,?=e,’=1,e,,=—€,,, €,,2=-1)
=10 + 16e, + 26e, + 32e,, (tunjukkan!!)



Rotasi Vektor di R2

* Kembali ke bilangan kompleks
z=a+Dbi
* Rotasi bilangan kompleks z sejauh ¢ berlawanan arah jarum jam adalah:
Z' = zei
yang dalam hal ini,
ebv=cosp+isind  (formula Euler)
e Karena i?=/2=-1, maka
e’=cos ¢ +/sin ¢
sehingga

Z = zel®



* Jika Z adalah multivector yang terdiri dari scalar dan bivector, yang identik
dengan bilangan kompleks z:

Z=a,+a,e,, (identikdenganz=a+bi)
maka
7' =Zel

* Untuk vektor v = a,e, + a,e, , dapat dibuktikan bahwa rotasi v sejauh ¢
menghasilkan vektor bayangan:

V' = velt
Contoh 2: Misalkan v = 2e, diputar 90 derajat berlawanan arah jarum jam, maka

V' =velt=2e,el

= 2e,(cos 90° + [ sin 90°) ]
=2e,(0 +1)=2e,l 21

, l—90°
=2e,e,, (ingat,/=e,rne,=¢€;,=¢€e,) ’ \

=2e,e,e, = 2e,%e,= 2(1)%e,=2e,



Contoh 3: Tentukan bayangan vektor v = 2e, + e, yang diputar 90 derajat

berlawanan arah jarium jam.

Jawaban:

V' =vel® = (2e,+e,) el
= (2e, + e,) (cos 90° + / sin 90°)
= (2e,+e,)(0 +1)
= (2e,+ e,)(/)
= (2e;,+ &,)(ey,)
= zelele2 +e,e,6,
=2e,%’e,—e,’e,
=2(1)%e,— (1)%e,

=—e, +2e,




Latihan

* Diberikan sebuah vektor v = 4e, — 3e,, tentukan bayangan vektor
setelah

(a) diputar sejauh 45 derajat berlawanan arah jarum jam
(b) diputar sejauh 120 derajat berlawaban arah jarum
(c) diputar sejauh 90 searah jarum jam



Trivector

* Pada materi sebelumnya (Algeo 22) sudah disinggung tentang trivector, yaitu
objek berbentuk:

aAnbAc

* Interpretasi geometri trivector adalah menyatakan volume parallelpiped yang
dibentuk oleh vector g, b, dan ¢

(¢) (a AD) A c (b)) (b Ac)Aa
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* Ketiga buah volume tersebut identik:

(anbyAc=((bAc)Na=(cAa)ADb.

* Misalkan
= 181 T €7 T (13C3
b — blﬁ‘l T EJEEE T EJ3E:',
C = (1€ + ey + 3€3
maka

aANbAc=(ae;+ are; + ase;) A (bye; + brey + byes) A (cre; + grey + czes)
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aAbAc=

anbAc=

(aje; + aye; + aze;) A (biey + byey + bses) A (cre) + €5 + cze3)

lillble] N e + a; bgﬂ'l A€y + ﬂ1b3{31 A €3+
ilgblf’.‘g N ep + ﬂgbgf’.‘g A e + ﬂgb3€2 Aes+ | A (EIEI + e + cze3)
(135163 N e+ ﬂg,bgﬁ‘:-; A€y + ﬂ3b3{33 N\ €3

ﬂ1bg{31 N €y — ﬂ1b3E3 AN e — Hgblel N e+
Hgbg{ig N ey + Hgblt?g A e — Hjbgﬁ‘g N €3

(a1by — ayby)ey A ey + (axbs — asby)e; A ey
+(az3by — arbz)e; A e

) A (crer + e + ce3)

) A (crer + e + cae3)

= (ﬂlbz — szﬂﬂsﬁ'lza + (ﬂzba — ﬂabz)ﬁlem + (szl — 53)523123

= ((ayb; — asby)c; + (asby — a1bs)c; + (a1by — axby)cs)en;

23
%,
(3

€1
2
C3

€123

34



Pseudoscalar trivector satuan

* Pseudoscalar di R? (bivector):
I=e,Ane,=e;, =€,

’=(e;ney)?=-1

* Pseudoscalar di R3 (trivector):

[=e;Ane,Ae;=e3=€e,e,6;

-

P=(e;, Ae,neg)? = (e1e€3)°
— €1€7€3C1CC3 = €150 1030830

F

= e1e3e16, = —1



e Sudah dibahas sebelumnya bahwa

5] bl Cq
aANbAc=la, b, e
(3 E?g C3

maka volume parallelpiped adalah V=|la Ab A ||

Contoh 4: Misalkan ¢ = 2e; b = 0.5e¢; +2e; ¢ = 3es.
maka volume parallelpiped adalah eA

V=|anbnc|

— 2E’1 FAN {0.55[ + EEE) N\ 3E3”

= |[4ejx A 3es|

12e23]|

v

12.




Latihan

Diberikan tiga buah vektor di R3 sebagai berikut:
a=3e, +4e, +5e,
b=2e,+3e,+4e,
c=e,—3e,—2e,
Tentukan volume parallelpiped yang dibentuk oleh vektor a, b, dan c.



Latihan (UAS 2022)

Menggunakan vektor a = e, + 2e, -2e;; b =2e,-e,+e;; c=e,;+3e,+e;, hitunglah
volume bangun ruang yang dibentuk oleh tiga vektor tersebut. (nilai 5)



Perkalian vektor basis satuan standard di R3

* Vektor basis satuan standard di R adalah e, e,, dan e..

* Hasil perkalian vektor satuan standard dengan dirinya sendiri:
el =e) =e] = |

* Bivector satuan standard:

e =€ A\ & €3 =€ /A €3 €31 = €3 /\ €

Sifat imajiner bivector satuan:

Efz = (e; Ay’ = —1

)

e, = (e; Aey) = —1

[ b
bl

e

-
il
1

3] = (e3 Aey) = —1



Perkalian vektor dengan bivector satuan di R3

» Diberikan vektor di R3: a = a;e; + axe; + asez

dan bivector satuan: €12 = €; A €

* Perkalian bivector satuan dengan vektor:
€120 = d1€12€1 + Meper + azepes
= —d1€y + are; + azen

€120 = ey — aA1€7 + azeqrs.

P B 4>
< »

vektor volume



* Interpretasi geometrinya adalah, e;, menghasilkan efek:

-

(ii) membentuk volume a, dengan bidang alasnya e, A e, dan tingginya e,

(i) merotasi proyeksi vektor a pada bidang e; A e, sejauh 90° searah jarum jam

EN
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* Jika urutan perkaliannya dibalik:

aepp = a;e1e;p + arere17 + aszeszep

= ;€7 — dr€1 + az€13

aepy = —dare; + a e, + aseqrs.

Fa

* Interpretasi geometrinya adalah, e;, menghasilkan efek:

(i) merotasi proyeksi vektor a pada bidang e; A e, sejauh 90° berlawanan arah
jarum jam

(ii) membentuk volume a; dengan bidang alasnya e, A e, dan tingginya e,



e Dengan cara yang sama, maka

dan

e dan

dan

€30 = a1€3€1 + a2€23€; + d3€3€3

a1€123 — €3 + aze;

3€7 — (€3 + ad1€173

(ACyy = —d3E + 1723 -+ (1€123.

€31d

dC3

= a1€31€1 + a2€31€) + a3e€3€;3

= d1€3 + dr€123 — aA3€

1€3 — d3€y —I— (172€123

—a,€3 + aze; + areqr;.
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Latihan

Diberikan dua buah vektor di R3 sebagai berikut:
a=e;,—4e,+ 2e,
b=3e,+e,—4e,

Hitunglah ae,, + be,,



Perkalian vektor dan bivector di R3

* Diberikan vektor di R3: a = a;e; + aye;, + asze;
dan bivector: B=0b A ¢

* Perkalian geometri a dan B adalah (pembuktiannya tidak ditunjukkan di sini):

aB=a-B4+aANDB

» Perkalian geometri B dan a adalah (pembuktiannya tidak ditunjukkan di sini):

Ba=B-a+ B Aa

 Hubungan keduanya adalah:

| 1
a-B = ;(IIB — Ba) aNB = ;(HB + Ba)

'




Contoh 1: Diberikan tiga buah vektor di R3 sebagai berikut

a=2e +e —e;
b

C = 2E| + Eﬁ'g -+ 3.

€1 — € + €3

Hitunglah (i)B=b A c (ii) aB (iii) Ba (iv)a-B

Jawaban:

(I) B=E;’ﬁi.'=(ﬁ‘1—ﬁ'g+€3)ﬁ{2ﬁ'|—|—2€3+E‘3)
= 2eyp — €31 + 2ep — €3 + 2e31 — 2ep3

B = 4{313 — 3{333 + 3.

(v)] aAnB
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(i) aB = (2e; +e; — 2e;3)(4e;y — 3ep + €31)
= SE'E — 63123 — 283 — 461 — 383 + C123 — 83123 — 682 — 261
aB = —6e; + 2e; — 5e3 — 13e123.  — vektor + trivector
(iii) Ba = (4e1; — 3ex3 + e31)(2e; + e, — 2e3)

= —8{32 + 413'1 — 8{3123 — 6'3']23 + 3!33 + 6{32 + 2'?.'3 + €103 + 2{31

Ba = 6e; — 2e; + 5e3 — 13ey23. — vektor + trivector

_ 1
(iv) a-B = E(HB — Ba)
1 .
— 5(—661 + 2&3 — 5&‘.’3 — 13{3123 — f}E'l —+ 262 — 5‘33 —+ 136133)

]
= 5(—12&1 -+ 4&3 — 1063)

a-B = —6e; 4+ 2e, — 5e;. — vektor
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|
(V) aAB= ;(HB + Ba)

1
= ;(—661 -+ 26‘2 — 563 — 136133 + 6E| — 263 + 5"33 — 13(".'133)

a AB = —13e;53. — trivector

Dari (iv) dan (v) terlihat bahwa:

aB=a-B+aAB

aB = —6E| + Eﬁ'g — 5&‘3 — 13'{5‘133.

yng berarti bahwa aB diidentifikasi oleh inner product (a - B) dan outer product (a A B)

48



Latihan (UAS 2022)

Diberikan tiga buah vektor sebagai berikut: a = e, + 2e, -2e;; b=2e;-e,+e;; danc
= e,+3e,+e;, dan B = b A ¢, hitunglah:

a) an(b+c) (nilaib5)

b) a-B (nilai 5)



Perkalian bivector-bivector satuan di R3

2 2 2 TaBLE 8.4

€, = €); = €3 = —1

€12€23 = €13 = —€3y GP €12 €23 €31

€23€31 = €21 = —¢Cn2 “12 ! e w23
€23 €31 —1 —ey)

€31€12 = €32 = —€3 €31 —€93 €12 —1

Contoh cara mendapatkan salah satu hasil di samping:

Cr12C1» = € —
= —e,e.e,e
€31€23 = €12. o oe
= €3636,6,
= ej’e,e,

=(l)ee,=e8,=¢y, 50



Perkalian vektor dan trivector di R?

Perkalian vektor dengan trivector menghasilkan bivector

.. Perkalian vektor dengan trivector bersifat komutatif
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Contoh 2: Diberikan vektor a = 2e, + 3e, + 4e, dan trivector B = 5(e;Ae,Ae;3) = 5€4,,
Hitunglah aB.
Jawaban:
aB = (2e, + 3e, + 4e;) 5e,,;
= 10e,e,,3 + 15e,e,,5 + 20e5€,5

= 10e,e,e,e; + 15e,e,e,e5 + 20e,e, 0,64
= 10e,e; —15e,e,e,e; —20e,e,e56,

= 10e,e; —15e,e; + 20e,e5e,€,

= 10e,e; + 15e;e; + 20e,e,

= 20e,e, +10e,e; + 15e;e,

=20e,, +10e,; + 15e,;

Perkalian vektor dengan trivector menghasilkan tiga buah bivector.



Perkalian bivector dan trivector di R3

Perkalian bivector dengan trivector menghasilkan vector

€12€123 = —¢€3 €123€12 = —¢€3
£23€C123 = —¢4 ﬁ €123€23 = —C€
€31€123 = —€7. €123€31 = —€2.

.. Perkalian bivector dengan trivector bersifat komutatif

Contoh 3 : Diberikan bivector B = 2e, + 3e,; + 4e;, dan trivector C = 5e,,
Hitunglah BC.

Jawaban: B5ey; = (2e17 + 3ey3 + 4e31)5€103

= —15'5‘1 — 20&‘2 — 10(:’.'3.
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Ringkasan perkalian vektor di R3

TABLE 8.5

[nner product

Vectors commute
Vectors and bivectors anticommute

a-b=>b-a
a-B=—B-a
H'B:%{HB—BH}

a-B=(a-b)c— (a-

B-a= %{Bﬂ — aB)

B-a=(a-c)b—(a-

Outer product

Vectors anticommute
Vectors and bivectors commute

anb=—-bAa
aANB=BnAa
ath:%(riB—kBa}

an B = f;b{‘
BAaa= %(Bﬂ + aB)
B A a = abc
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Geometric product

Orthogonal vectors anticommute
Orthogonal bivectors anticommute
Bivectors square to —1

Definition

Vectors and bivectors anticommute

Trivector commutes with all multivectors in the space
The pseudoscalar
Vectors and the pseudoscalar commute

Duality transformation

The trivector squares to —1

€12 = —€7;

€12€23 = —€23€)2

2 _ o2 — 2 — ]
€l = €3 = €31 =
ﬂb:.ﬂ-b—i—ﬂf\b
aB = —Ba

aB=a-B+aAB

aB = (a - b)c — (a - ¢)b + abc

Ba=B-a+BAa

Ba = (a-c)b— (a-b)c+ abc

al'=7Ta BT =1B

eps = I
al = Ia
al =a -1
€23 :fﬁ'l
€31 :ng
€12 :IE:-;
I*=—1

Where a and b are vectors, B is a bivector, and T is a trivector.
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TABLE 8.6

GP A e € €3 €12 €23 €3 €123
A ig ;‘u.Efl }n.E‘g }n.E‘:a lelg .-:"-.Eg} }n.E‘31 }a.E‘133
e A€ 1 €12 —e3] €2 €123 —€3 €23
€2 A€y —€12 1 €23 —€ €3 €123 €31
€3 A€ €3] —€23 I €123 —€2 €1 €12
€12 A€y — € €1 €123 —1 — €3] €23 —€3
€23 A€23 €123 —€3 €2 €31 —1 —€12 —€
€31 A€3] €3 €123 —€] —€23 €12 —1 —€2
€123 A€123 €23 €3] €12 —e3 —€] —€2 —1

Keterangan: GP = Geometry Product
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Bersambung ke Bagian 2
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