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Transformasi Linier

* Transformasi = fungsi =pemetaan (mapping)

DEFINISI 1: Misalkan V dan W adalah ruang vektor. Transformasi yang
memetakan ruang vektor V ke ruang vektor W ditulis sebagai

T:V>W

V adalah daerah asal (domain) transformasi T dan W adalah daerah hasil
tragsf\c;rmaﬂ (kodomain) fungsi. Jika V=W, maka T dinamakan operator
pada

e Jikav € Vdan w € W, maka
w = T(v)



Contoh 1: Misalkan T : R®* — R3 didefinisikan sebagai berikut:

X1] X1+ 2%y + X3
T( X9 ) = X1 + 5x2
_x3_ X3

Tentukan bayangan vektor v = (3, 2, 0).

Jawaban:
(3] 34+212)+07 [7]
T(12D=] 3+52) |=|13
0. i 0 1 1L0.

Jadi, bayangan vektor (3, 2, 0) adalah (7, 13, 0).



DEFINISI 2: Misalkan V dan W adalah ruang vektor. Transformasi

T:V>W

dinamakan transformasi linier jika untuk semua u dan v di dalam V dan
k sebuah skalar berlaku:

(1) T(u + v) = T(u) + T(v)
(2) T(ku) = kT(u)
Jika V =W, maka T dinamakan operator linier pada V.



Contoh 2: Diberikan fungsi T : R>— R? yang dalam hal ini T(x,y) = (2%, y), maka akan
ditunjukkan bahwa T adalah transformasi linier.

Misalkan u dan v adalah dua buah vektor di R%, u = (uy, u,) dan v = (v, v,).

(1) Tlu+v)=T(uy+ vy, u,+v,) = (2(u; +vy), u, +v,) = (2u, + 2vy, U, + v,)

NEsalE RN R

(2) T(ku) = T(kuy, ku,) = (2ku,, ku,)
_ 2ku1] P [2u1] KT(u)

ku,

Karena T(u + v) = T(u) + T(v) dan T(ku) = kT(u), maka T adalah transformasi linier



Contoh 3: Diberikan fungsi T : R?— R? yang dalam hal ini T(x,y) = (x, y + 1), maka
akan ditunjukkan bahwa T bukan transformasi linier.

Misalkan u dan v adalah dua buah vektor di R%, u = (uy, u,) dan v = (v, v,).

(1) Tlu+v)=T(u;+vy, u,+v,) = (U +vy, u,+v,+ 1)

] [uzu*l‘ j7_211 1] [uz + 1] [ ] =T(u) +?

Karena T(u + v) # T(u) + T(v) maka T bukan transformasi linier



* Jika T:V — W adalah transformasi linier, v; danv, € V, dan k, dan k,
adalah skalar maka

T(kyvq + kov,) = T(kyvy) + T(k,v,) = kT(v,) + k,T(v,)

* Secara umum, jika vy, v,, ..., v, € ..V, dan k, k,, ..., k,adalah skalar maka
T(kyvy + kv, + .o+ kv ) =k T(vy) + k,T(v,) + ... + k. T(v,)

Teorema 1: Jika T : V — W adalah transformasi linier, maka
(1) T(0)=0

(2) T(=v) =-T(v)

(3) T(u—v)=T(u) - T(v)



Transformasi Matriks dari R™ ke R™

e JikaV=R"dan W =R™ maka
T:R"—>RM

e Jika x =(xq, X5, ..., X,) € R*dan w = (w;, w,, ..., w,,) € R™ maka
(W, Wy, ..., W) = T(Xq, Xy, ..y X))
yang dalam hal ini,
w, = fi(xq, X5, ooy X,)

w, = f,(Xy, X5, «ry X,,)

w, = f (X, X5, .., X))



 Jikaf,, f,, ..., f_ linier maka

W, = Ay Xy + A%, + o+ A X,

W, = a5 X, +ay0X, + ...+ 3, X,

W =a1X; +3a,,0X + ... +3,,X,

yang dapat ditulis dengan notasi matriks:

W1 11 412 Ain | [X1]
Wa |  |Q21 Q22 Aon | | X2
Wi | Am1 Am2 Amnl | Xn]

atau dalam bentuk ringkas
w = AX

A disebut matriks standard transformasi sedangkan transformasi T dinamakan
transformasi matriks, sehingga w = Ax dapat ditulis sebagai

w = T,(x)



Contoh 4. Tranformasi matriks T : R* — R3 didefinisikan sebagai berikut

W1 2 —3 1 =5 X,
Wal=14 1 -2 1 X
W3 5 —1 4 0

Matriks standard transformasi adalah

2 -3 1 —5]

A=14 1 -2 1

5 -1 4 0

Jikax =(1, -3, 0, 2), maka hasil transformasi T adalah

wil 2 -3 1 -5 _13 1
wol=14 1 -2 1|||=3
wil Is -1 4 olf | I8

Jadi,w=(1, 3, 8)



Teorema. Untuk setiap matriks A, transformasi matriks T, : R® - R™

memiliki sifat-sifat sebagai berikut untuk semua vektor u dan v di
dalam R" dan untuk setiap skalar k:

() TA(0) =0

(b) Ty(ku) = kT,(u)

(c) Ty(u+v)=T,(u)+Ty(v)
(d) Ta(u—v) =Ty(u) = Tp(v)



Prosedur Menemukan Matriks Standard

Step 1: Tentukan bayangan dari semua vektor basis standard e,, e,, ...,
e, di R", yaitu

T(e,), T(e,), ..., T(e,)
dalam bentuk kolom.

Step 2: Konstruksi matriks yang memiliki bayangan-bayangan hasil dari
Stepl sebagai kolom-kolom yang berurutan. Matriks tersebut adalah
matriks standard untuk transformasi.



e Secara umum, jika

d11
Tley) = | 22|, T(e,)
Ama1
maka
d11 Q12
A= A21 a:22
Om1  Am2
7 T

T(e,) T(e,)

, ey T(€,) =

T(en)

adalah matriks standard untuk T : R - R™




Contoh 5: Tentukan matriks standard untuk pencerminan vektor di R?
terhadap sumbu-Y.
AY

(—x, y) & 1—— =Py
?'i!\ X ¥
-

Pencerminan vektor x = (x, y) terhadap sumbu-Y
Hasil pencerminan adalah x’ = T(x) = (—x, y)

e, =(1,0) = T(ey) =(-1, 0)
e,=(0,1) > T(e,) =(0, 1)

. .~ -1 0
Matriks standard.A-[ 0 1]



Contoh 6: Carilah matriks standard dari transformasi T : R3— R3yang didefinisikan
sebagai berikut:

X1 -Xl + 2X2 + X3-
T(lxz ) = X1 + 5x2
X3 I X3 |
Lalu tentukan bayangan vektor v = (3, 2, 0).
Jawaban:
1 1+2(0)+0 1
e;=(1,0,0) > T(ey) =T(|0] = 14+ 5(0) =(1>
0 0 0
0 0+2(1)+0 2
e,=(0,1,0) > T(e,) =T(|1]) = 0+ 5(1) =<5>
0 0 0



0 0+2(0)+1\ /1
e,=(0,0,1) —> T(e,) = T(M) = o0+500) |= <0>

1 1 1

Matriks standard adalah

1 2 1
A=|1 5 0
0 0 1

Jikav =(3, 2, 0), maka bayangan v adalah w,

<Pl b o=t



Table 1

Operator [Hlustration Images of e; and e; Standard Matrix
AY
Reflection about
the }J_axis (—x, V) @& ——|———® (x,V) T[f’|}| = T(]D} = {_l:ﬂ] —1 0
Tx,v)=1(—x,y) T(x) X X
AY Pye v)
Reflection about x/ |
the x-axis ! = T(e)) =T(1,0)=(1,0) : 0
Tx,y)=(x,—y) T(x) -+~ |
)
Reflection about T(x)

the line y = x

T'ix,y)=(y,x)

T(e)=T(1,0)=(0,1)
T(e;) =T(0,1)=(1,0)
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Table 2

Operator

HMlustration

€1, €2. €3

Standard Matrix

Reflection about Tie)=T(1,0,0)=(1,0,0) 0 0
the xy-plane T(es) =T(0,1,0)=(0,1,0) 0 1 0
IFix,y.2)=(x,y,-2) Te)=T7(0,0.1)=0,0,—-1) 00 -
Az
. X —v z) Xy )
Reflection about \ [ T(e,)=T(1,0,0)=(1,0,0) I 0 0
the xz-plane Tix) s | /% v Tie;) =T1(0,1,0) = (0, —1,0) 0 -1 0
T(x,y,2) = (X, —¥,2) - | T =T0,0,1)=(,0,1) 0 0
X
Reflection about Te))=T(1,0,0) =(=1,0,0) -1 0 0
the yz-plane Tie)) =T(0,1,0) =(0,1,0) 0 1 0
T(x.y.2) = (—x, V. 2) Tie;) =T(0,0,1)=(0,0,1) 0 0 1
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Table 3

Operator [Hustration Images of ¢ and e; Standard Matrix
by
Orthogonal projection # (x.y)
S IR e I
(€ ) = . 1) = (U, 0 0
Tix.vI=1(x,0 S 0) X -
Tix)
AY

Orthogonal projection | .+ o — —— 8 (r.Y)
on the v-axis B A T(e)=T(1,0)=1(0,0) 0 0

T(x) x I'(e;) =T(0,1)=1(0,1) 0 1
T'(x,y)=(0,y) -
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Table 4

Operator

Images of eq, e2, e3

Standard Matrix

Orthogonal projection
on the xy-plane

T(x,v,z) =(x,y,0)

Mustration
X (%Y 2
y

T(er) = T(1,0,0) = (1,0,0)
T(es) = T(0,1,0) = (0, 1,0)
T(ex) = T(0,0,1) = (0,0,0)

=T =
= = D
o R e Y e

Orthogonal projection
on the xz-plane

Fix,v.2)=1(x.0,2)

T(er) = T(1,0,0) = (1,0,0)
T(es) = T(0, 1,0) = (0, 0,0)
T(es) = T(0,0,1) = (0,0, 1)

- =
= S O
_aa

Orthogonal projection
on the yz-plane

Fx,v,2)=1(0,y,2)

T(e,) = T(1,0,0) = (0,0,0)
T(es) = T(0,1,0) = (0, 1,0)
T(es) = T(0,0,1) = (0,0, 1)

= o o
= = D
_ 0 O
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Table 5

Operator Rotasi

v
_ T-r;

=,

&

(—sin @, cos f) *—zxc ,
/T'/ (cos @, sin #)
/] | A
|

i Il :L

| i , :
| | X | | -
I' [ €

{

Operator

[Hustration

Rotation Equations

Standard Matrix

Rotation through
an angle ¢

AY

l{wj. I,
- ... ""‘-‘.

*,

=
|

!

xcost —ysin#
\(x, v) w-y = Xxsin + ycos#

cosd —sind
sin & cos

|
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Table 6

rotation about

w)=xcos #+zsin f

Operator Iustration Rotation Equations Standard Maitrix
A4z
Cnur?tcrclnckwu:c Wy =x 1 0 0
rotation about i
the positive x-axis wy =y cos 6 —zsin 6 0 cosf -—sinf
through an Wy wy=ysin #+zcos f 0  sinf cosf
angle v
N
Az
Counterclockwise

cos# 0 sing

rotation about

the positive z-axis
through an

angle f

Y.

wy=xcos #—ysin f
W,y =xsin A+ ycos f

wg,:z

the positive y-axis wy=Yy 0 1 0
through an w3 =—xsin 6+ cos f —sin # 0 cos @
angle 0

Counterclockwise I

cosf® —sin g 0O
sin @ cos g 0
0 0 1




Table 7

Dilatasi dan Kontraksi

Operator

Hlustration
Tix,y)=ikx,ky)

Effect on the
Standard Basis

Standard
Matrix

v
Contraction v::ith | X, (xY) 0, k) | |
factor k on R- T k. by ‘ ‘ —
0<k<l) > i EE e S M
g (1,0) (k, 0)
. . e (0, k) }
Dilation with R vall o RV Pt
factor k on R? X " (x,y) ‘ -
[A = I:I / X - _
> (1.0) ! (k. 0)

24



Table 8

factor k on R>
k=1)

Hlustration Standard
Operator Tix, v, z) = (kx, ky, kz) Matrix
Az
Contraction with x (%Y. 2
3 4 .
factor kon R T(x) 57 (k. ky. k2)
MN=k=<1) ]:
k0 0
0 &£ 0O
0 0 k.
Dilation with

25



Ekspansi dan Kompresi

Table 9
Hiustration Effect on the Standard
Operator Tix,y) = (kx, y) Standard Basis Mairix
. o] .1'
Compression of R~ T (kx, ¥) ©, 1)k (0, 1) 1
in the x-direction oo <P Sp =
with factor k X
X |
0=k <1 > ! '
0=k<=1) | (1.0 K, 0) L 0
0 1
. , ¥
Expansion of R~ xv) (kv (0, 1) 0, 1) %
in the x-direction x ="
with factor k 1x) )
(k=1) = (1.0 k. 0)
Hilustration Effect on the Standard
Operator Tix, y) = (x,ky) Standard Basls Matrix
, - iln.-1" |
Compression of R* {0, 1 o, k | 1
in the y-direction v A 02
with factor & i[f ky) )
k - — —
= - >
{D—'k{“l-} I'\_]",:x] 1,0y (1.0 1 0
. 0 k&
_ A- ; ;
Expansion of R* v R ky) (0, 1) |_ ©.0 4 1
in the v-direction 4 &)
with factor &
X e I o I
k=1) > (1,0) (1. 0)

26



Table 10

Shear

Operator Effect on the Standard Basls Standard Matrix
|j”| (k. 1) (k. 1)
Shear of R* in the % s Ve : o .
x-direction / A ! 1 &
with factor & B - V—/ ' L 0 1
|

T(x.v) = (x +kv.v) (1,0) (1, ) (1.

' o (k=0 (k< 0)
Shear of R in 0. 1)) (0, 1)) ‘ 0, 1) L
the y-direction ‘ H ‘ _— 1 0
with factor k _ - Vs ko1

| | |
Tix.v)=(x.v+kx) (1,0) (LK)
(k= 0) (k<0)
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Geometri Operator

Digitized scan

A Figure 4111

Unit square

X

Unit square rotated

Sheared horizontally

Y =

Matriks di R?

Unit square reflected
about the y-axis

Unit square reflected
about the liney=x

Unit square projected
onto the x-axis

28



Operator Standard Matrix Effect on the Unit Square
AV AY
) i1, 1) -1, 1)
Reflection about -1 0
the y-axis 0 1 x %
- -
—
Ay Ay
(1, 1)
Reflection about | 0 ) .
the x-axis 0 -1 > >
e (1,=1})
AY AY
(1,1) (1, 1)
Reflection about 01 A
the line y = x 1 0 x X
- - -
W
(cosll - sind, sin@ + cosfl )
AY

Counterclockwise
rotation through
an angle 0

cos i —sinf
sin @ cos 0

(1. 1)

"\
A

29



) o AY A
Compression n the (1. 1) (k. 1)
x-direction by a k0O y
factor of & 0 1 / .
& X !
(0<k<1) > T
e S—
AY Ay

Expansion in the
x-direction by a
factor of k

(k=1)

o]

{1, 1]

Shear in the
x-direction with
factor k > 0

4]

30



Komposisi Transformasi

* Misalkan T, : R" — Rk dan Tz : RK— R™ maka jika sebuah vektor x
ditransformasikan oleh T, lalu bayangannya ditransformasikan lagi oleh T;, maka
hasilnya adalah transformasi dari R" ke R™ yang dinamakan komposisi T; dengan

T, dan dinyatakan dengan simbol:
TgoT,
* Urutan pengerjaan adalah T, dulu baru kemudian T;, atau dinyatakan sebagai:

(TB O TA)(X) = TB(TA(X))

Il f4(x))



e Komposisi transformasi ini sendiri adalah trransformasi matriks
sebab:

(Tg 0 Ta)(x) = Tg(Ta(x)) = B(Ta(x)) = (BA)X

yang memperlihatkan bahwa ini adalah perjalian matriks BA.

Jadi,
TgoT, =Ty,

* Perhatikan bahwa komposisi tranformasi tidak komutatif, jadi
TgoT, #T,0 g



Contoh 7: Carilah matriks transformasi dari R? ke R? jika mula-mula vektor v
diregang (shear) dengan faktor sebesar 3 dalam arah-x kemudian hasilnya
dicerminkan terhadap y = x.

Jawaban:
Matriks standard peregangan dalam arah x dengan faktor k = 3 adalah
|1 3
A1 = L) 1
Matriks standard pencerminan terhadap y = x adalah
10 1
2=11 o

Jadi, matriks standard untuk peregangan lalu diikuti pencerminan adalah

o 1171 31 [0 1
Az 41 1 o][o 1]'[1 3

Jadn1xv)=[2 g



e Contoh kombinasi transformasi lainnya: rotasi sejauh 0 lalu diikuti
dengan kompresi dalam arah x dengan factor 7.

cosf@ —sinf

Rotasl: 4, = [sin@ cos 6

. 172 1]
Kompresi: A, = [ 0 1
Matriks standard rotasi lalu diikuti kompresi adalah

AA=[1/2 O”cos@ —sin @ =%c059 —%sin@
1710 1llsin6 cos6 sin @ cos O



* Secara umum, jika T,, T,, ..., T, adalah transformasi
T,(x) =A,x
T,(x) = Ax

T (x) = AX

dari R" ke R" dan dilakukan secara berturut-turut (T,, T,, ..., T,), maka
hasil yang sama dicapai dengan sebuah transformasi

T(x) = Ax
yvang dalam hal ini,
A=AA ... AA



Latihan

1. Soal UAS 2017

Transformasi 7 : B? — B2 didefinisikan :

.
L Try+2r0 — 19 + a4
, o |
T "3‘2 = TIo + Iq
o3 —11 + 213
T4

a). Tentukan matriks transformasi 7. (Perlihatkan cara perhitungan
dengan menggunakan vektor basis satuan).

b). Dengan menggunakan jawab a), tentukan bayangan vektor (3,-1,4,5).

c). Jika hasil dari langkah b) diregang (shear) dalam arah z, tentukan
bayangan akhirnya.
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(Soal kuis 2017)

Tentukan bayangan dari vektor (-2,1,2) jika dirotasikan sebesar 30° pada
sumbu .

(Soal UTS 2015)

Tinjaulah basis S = { v, v2, v3} untuk R vang dalam hal in1 vi=(1, 2. 3), v2=(2. 5, 3). dan vz = (1, 0, 10).
Carilah sebuah rumus untuk tansformasi lanjar T : R® — R” sehingga T(v1) = (1, 0), T(v2) = (1, 0), dan T(v3)
= (0, 1). lalu hitunglah 7(1. 1. 1). (20)
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Aplikasi Transformasi Linier d
dalam Computer Graphics

Oleh: Rinaldi Munir

Program Studi Informatika
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Aplikasi Transformasi Linier di dalam
Computer Graphics

* Definisi: Jika T: V— W adalah sebuah fungsi dari ruang vektor V ke
ruang vektor W, maka T dinamakan transformasi linier jika

(i) T(u+v)=T(u) + T(v) untuk semua vektor u dan v di dalam V
(ii) T(ku) = kT(u) untuk semua vektor u di dalam V

* Transformasi linier T : R" — R™ dapat dinyatakan sebagai sebuah
perkalian matriks

T(x) = Ax
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Jenis-Jenis Tranformasi Linier 2D (T : RZ2 — R?)

‘
| Translation

@ @

Cts o, SHE7/777

Sumber: http://mathforum.org/mathimages/imgUpload/thumb/Tranformations4.png/400px-Tranformations4.png
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1. Translasi

)
o/
><V

v

><V




2. Rotasi

(0,0)

y-axis

o) X"| | cosd
y'| | sin@

*y)

)
./

\ 4

><V

—siné@
cosd

X
y

v

N




3. Penskalaan (scaling)




4. Pencerminan (reflection)

Pencerminan pada sumbu-X:

o Al

)
/

)
/

(X, -y )



5. Peregangan (shear)

Peregangan sepanjang sumbu-X:

(x, y)

)
\




Koordinat Homogen

* Di dalam grafika computer, sebuah gambar dapat dibangun dari dari
sekumpulan bentuk terdefinisi (kotak, lingkaran, segitiga, dll).

* Tiap bentuk mungkin diskalakan, dirotasi, atau ditranslasi ke posisi
gambar yang sebenarnya.

* Agar perhitungan koordinat akhir dapat langsung dihitung dari
koordinat awal dengan efisien, maka diperlukan sebuah sistem
koordinat yang homogen

e Pada koordinat homogen, setiap titik direpresentasikan dengan tiga
angka:

(x,y) 2 (xw, y-w, w) dengan syaratw =0



Translasi 2D

Rotasi 2D

Penskalaan 2D

Transformasi inverse:

T'=

1 0
0 1

0 0

!
!
1

X

y

R =

1 0 t |]|X

0 1t ||yl P=T(t.t,)
0 0 1|1

cos@® —singd 0] [ x|

sing cosé O|-|y|, P'=R(0)P
0 0 1)111]

S, 0 0][x]

0 S, O||y| P'=S(S,S
0 0 1||1]

[ cos® singd 0 (1/S,
—sin® cos® 0|, S*'=| 0
0 0 1] 0
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Komposisi tranformasi: ~~ P'=M, (M, -P)=(M,-M,)-P=M-P

P =T (bt ){T(toty ) P ={T(t,t, ) T(tot, )} -P

(1 0t |[1 0t ] [1 0 t +t,

Komposisi translasi: 0 1 t, (10 1 t,|=0 1 t, +t,
00 1]|00 1| |00 1

T(tyty, ) T(toty )= T(ty +tty +1,,)

Komposisi rotasi:
R(6,)-R(6)=R(6,+6,)

P'=R(6,+6,)-P



S, 0 0][S, 0 0] [S,:S,, 0 O]

0 S, 0 S, 0|= 0 §,S,,

0 0 1j[0 0 1] [ O 0 1
Komposisi S(SZX, Szy).S(Slx, Sly) = S(S1X *Sp0 Oy -SZy)

penskalaan:




General 2D Rotation

-

o O -
o — O

[ cos O
sin @

X Vi)

Move to origin Rotate

Move back

i~

<

X | [cos@ —sing@ 0
y. |-|sin@ cos@ O |
1 0 0 1

o O -
o . O

-sin@ X, (1-cos)+y,sing |
cosd y,(1-cosf)-x,sind

0 1
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April 2010

General 2D Scaling

Xf’yf

1 X; | |S,
0O 1 vy, |10
0 1110

0
Sy
0

— O O

Move to origin

1 0
10 1

0 0

Scale

_&

Move back

—X, 1 IS,
_yf — O
1110
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Transformation 3D

Mirip dengan transformasi 2D. Menggunakan matriks 4x4

Translation ' =X+t

y X

N\ yr:y+ty

' =741,

7 (XY7) [x] [1 0 0 t ][x]
(XV\ yr B O 1 O ty y
7 ¥ Z 0 0 1 ¢t ||z

1] /000 1)1
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Penskalaan 3D

y/\

x-S,

X' =

y'=y-3,

!/
Z'=X-S,

y/\

| |
X > N
| |

_
o O O -
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Rotation 90° around Y Translate along X

Translate along X Rotation 90° around Y

Sumber: http://www.codinglabs.net/public/contents/article_world_view_projection_matrix/images/order_dependency.png
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