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Abstrak — Persegi Ajaib adalah sebuah teka-teki (puzzle)
matematis di mana si penjawab teka-teki harus mengisi
kotak NxN dengan angka yang berbeda, di mana jumlah
dari setiap baris, kolom, maupun diagonalnya bernilai sama.

Kata Kunci—Persegi ajaib, teka-teki, sistem persamaan
lanjar.

. PENDAHULUAN

Teka-teki adalah suatu persoalan kreatif yang biasanya
dibuat dengan tujuan untuk menguji kecerdasan
seseorang. Teka-teki ini biasanya dibuat sulit untuk
mendapatkan jawabannya secara langsung. Karena
sifatnya itu, teka-teki dapat bertahan ratusan hingga ribuan
tahun.

Contoh teka-teki yang terkenal dan dapat bertahan
ribuan tahun adalah suatu teka-teki yang berasal dari
mitologi Mesir, yang tidak lain adalah teka-teki Sphinx.
Pada mitologi tersebut, diceritakan bahwa ada seekor
binatang mistis bertubuh singa, bersayap elang, dan
berkepala manusia yang bernama Sphinx. Sphinx akan
memberikan teka-teki pada setiap pengembara yang
berpapasan dengannya. Teka-teki tersebut berbunyi:

“Makhluk apa yang lahir dengan empat kaki, hidup
dengan dua kaki, dan meninggal dengan tiga kaki?”

Pengembara yang tidak dapat menjawab teka-teki
tersebut dengan benar akan dimakan oleh Sphinx. Layak
untuk diketahui bahwa jawaban dari teka-teki tersebut
adalah manusia, yang lahir sebagai bayi yang merangkak
(empat kaki), hidup sebagai orang biasa yang memiliki
dua kaki, dan meninggal sebagai orang tua yang sering
digambarkan sebagai kakek atau nenek bertongkat (tiga
kaki).

Contoh di atas merupakan contoh dari teka-teki yang
bersifat logika. Masih banyak contoh teka-teki logika lain
seperti teka-teki menyeberangkan domba, serigala dan
rumput. Namun yang akan dibahas di sini adalah suatu
teka-teki matematis, yaitu teka-teki di mana untuk
mendapatkan penyelesaiannya, dibutuhkan pendekatan
secara matematis. Tidak jarang pula cara penyelesaian
dari  teka-teki ~matematis ini diabadikan untuk
menyelesaikan persoalan-persoalan yang ada pada

kehidupan  sehari-hari, sebagai contoh, Chinese
Remainder Problem, Travelling Salesperson Problem,
dan lain-lain. Yang akan dibahas di sini adalah cara
menyelesaikan  teka-teki  Persegi  Ajaib  dengan
menggunakan aljabar lanjar, yaitu dengan cara
menyelesaikan sistem persamaan lanjar.

Il. TEORI DASAR

Sebelum kita beranjak untuk membahas penyelesaian
teka-teki Persegi Ajaib, ada baiknya kita terlebih dahulu
mempelajari teori-teori dasar yang dibutuhkan untuk
menyelesaikan teka-teki tersebut

A. Sistem Persamaan Lanjar

Sesuai dengan buku Elementary Linear Algebra edisi
ke-10 M, terdapat berbagai macam persamaan lanjar.
Sebagai contoh, pada ruang dua dimensi, garis pada suatu
koordinat (X, y) dapat ditulis sebagai suatu persamaan:

ax+by=c,dimanaadanb#0

@)

Sedangkan pada ruang tiga dimensi, bidang pada suatu
koordinat (X, y, z) dapat ditulis:

ax+hby+cz=d,dimanaa, b,danc#0

O]

Sehingga dapat kita simpulkan secara umum bahwa
suatu persamaan lanjar akan selalu berbentuk sebagai
berikut:

aiXi +axz+...+axn=b

©)

Dalam hal ini, persamaan lanjar tersebut disebut
homogen dari x; hingga x, jika nilai dari b adalah 0. Perlu
diperhatikan bahwa suatu persamaan lanjar berbentuk
persamaan orde 1 yang tidak boleh mengandung segala
bentuk perpangkatan, trigonometri, logaritma, dan
eksponensial.
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Sistem Persamaan Lanjar adalah suatu himpunan
terbatas yang elemen-elemennya terdiri dari kumpulan

suatu persamaan-persamaan lanjar, dengan variabel-
variabelnya sebagai nilai-nilai yang dicari.
Sebagai contoh:
X+2y=3
2x+y=3
(4)

Dalam hal ini, SPL dapat ditulis secara umum sebagai
suatu SPL dengan bentuk sebagai berikut:

auiX1 + apXe + ... + a1nXn = by
axiX1 + axXs + ... + axnXn = by

AmiX1 + amaX2 + ... + AmnXn = bm

®)

Solusi dari nilai-nilai yang dicari dari suatu sistem
persamaan lanjar dinyatakan dalam bentuk ss, sz, ..., Sp dan
ditulis dalam bentuk tuple, yaitu (si, Sz, ..., Sn).

Suatu sistem persamaan lanjar tiga jenis penyelesaian,
yaitu:

1.Solusi khusus,
yaitu ketika solusi berupa nilai tertentu yang
memenuhi sistem persamaan lanjar tersebut.
Pada ruang dua dan tiga dimensi, solusi sistem
persamaan lanjar membentuk sebuah titik hasil
dari perpotongan persamaan-persamaan pada
sistem persamaan lanjar tersebut

2.Solusi banyak,
yaitu ketika solusi tidak berupa nilai tertentu,
melainkan berbentuk suatu persamaan lanjar
baru dengan jumlah parameter tertentu.

3.Tidak ada solusi,
yaitu Kketika terdapat persamaan lanjar yang
tidak konsisten dengan persamaan lanjar
lainnya. Pada sistem persamaan lanjar dengan
dua variabel, sistem tidak punya solusi ketika
ada garis yang sejajar secara paralel dengan
garis lainnya.

Untuk  mempermudah  pengolahan  persamaan-
persamaan lanjar pada sistem persamaan lanjar untuk
mencari solusi, sistem persamaan lanjar dapat diubah
menjadi suatu matriks yang ter-augmentasi. Dengan
mengambil sistem persamaan lanjar (5) yang merupakan
bentuk umum dari sistem persamaan lanjar, bentuk umum
dari matriks yang teraugmentasi yang merepresentasikan
suatu sistem persamaan lanjar biasa ditulis sebagai
berikut:

ai ai .. am
az ax .. an b
dml @m2 ... mn bm

(6)

Untuk mencari solusi dari sebuah matriks, kita dapat
melakukan operasi matriks yang dinamakan dengan
Operasi Baris Elementer. Operasi yang ada pada operasi
operasi baris elementer mempunyai 3 jenis:

1.Mengalikan satu baris dari matriks dengan suatu
konstanta, di mana kontanta tersebut # 0

2.Menukar baris pada matriks

3.Menambah / mengurangkan suatu baris dengan
baris lainnya

Untuk menyelesaikan suatu sistem persamaan lanjar
kita harus mengolah matriks teraugmentasi dari sistem
persamaan lanjar tersebut dengan Operasi Baris Elementer
hingga mendapatkan bentuk ekselon terreduksi dari
matriks tersebut. Bentuk ekselon tersebut didapat dari
bentuk ekselon biasa yang belum terreduksi.

Syarat-syarat dari matriks ekselon adalah sebagai
berikut:

1. Setiap baris dimulai dengan kumpulan 0
sebanyak n, dengan n > 0, yang diikuti
dengan satu elemen bernilai 1 (yang disebut
dengan leading 1), lalu diikuti dengan
elemen lain bernilai bebas sebanyak m (m >
0), atau, .berisi elemen dengan nilai O
seluruhnya.

2. Baris terurut dari atas ke bawah menurut
kemunculan leading 1 paling awal secara
kolom (dari kiri).

3. Jika baris tersebut berisi elemen-elemen
dengan nilai 0 seluruhnya, letakkan baris
tersebut di baris paling terakhir dari matriks.

1 * * % 1 * * # 1 % * *

0] *® * no]o* % n o] * *

Ot *T (o0 T* 000 0f

onn1 o000 oo o0on
(@) (b) (©

Gambar 1 Contoh Matriks Ekselon
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Sedangkan syarat-syarat dari matriks ekselon yang
terreduksi adalah sebagai berikut:

1. Setiap baris dimulai dengan kumpulan 0
sebanyak n, dengan n > 0, yang diikuti
dengan satu elemen bernilai 1 (yang disebut
dengan leading 1), lalu diikuti dengan
elemen lain bernilai bebas sebanyak m (m >
0), atau, .berisi elemen dengan nilai 0
seluruhnya.

2. Baris terurut dari atas ke bawah menurut
kemunculan leading 1 paling awal secara
kolom (dari kiri).

3. Jika baris tersebut berisi elemen-elemen
dengan nilai 0 seluruhnya, letakkan baris
tersebut di baris paling terakhir dari matriks.

4, Setiap kolom yang mengandung leading 1
seluruh elemennya bernilai 0, kecuali
leading 1 itu sendiri

Dapat dilihat bahwa syarat 1 sampai 3 dari matriks
ekselon terreduksi sama persis dengan syarat-syarat pada
matriks ekselon, yang menandakan bahwa matriks ekselon
terreduksi memang didapat dari matriks ekselon.
Penyelesaian suatu sistem persamaan lanjar dengan
menggunakan matriks ekselon dikenal dengan nama
Eliminasi Gauss, sedangkan jika matriks ekselon tersebut
direduksi  menjadi ~ matriks  ekselon  terreduksi,
penyelesaian tersebut disebut dengan Eliminasi Gauss —
Jordan.

10010 1 o0 # 1o * #
o100 o1 0 * 01 * *
oo o (00 1T * 0000
oo VI (W oooaon

Gambar 2 Contoh Matriks Ekselon Terreduksi

Suatu sistem persamaan lanjar dengan matriks ekselon
tertentu tersebut dikatakan:

1. Mempunyai solusi khusus,
ketika setiap variabel mempunyai suatu
nilai tertentu dan tidak terikat oleh
parameter lain. Matriks ekselon pada
gambar  1(b) menunjukkan  sistem
persamaan lanjar yang mempunyai solusi
khusus.

2. Mempunyai solusi banyak,
ketika ada variabel yang terikat pada suatu
persamaan parameter, atau, variabel
tersebut bernilai bebas (dapat diisi dengan
nilai berapa pun). Contohnya adalah
matriks ekselon pada gambar 1(c).

3. Tidak punya solusi,

ketika ada persamaan lanjar yang memiliki
kontradiksi. Lihat matriks ekselon pada
gambar 1(a). Matriks tersebut merupakan
sebuah representasi sistem persamaan
lanjar yang tidak punya solusi karena
memiliki kontradiksi pada baris terakhir
yang merepresentasikan persamaan 0 = 1.

B. Teka - Teki Persegi Ajaib (lihat ref. [2])

Teka-teki ini berupa kotak 3x3, di mana setiap kotak
harus diisi dengan angka satu digit kecuali 0 yang
berbeda-beda. Setiap baris, kolom, maupun diagonalnya
harus menghasilkan jumlah yang sama.

8[1s

Gambar 3 Contoh Persegi Ajaib
Teka-teki tersebut jelas mempunyai solusi yang banyak.

I1l. PENYELESAIAN PERSEGI AJAIB

Untuk mencari solusi, kita isi masing-masing jawaban
dengan suatu variabel, anggaplah itu a hingga i, sehingga
bentuk persegi ajaib menjadi sebagai berikut:

Gambar 3 Persegi Ajaib Diisi dengan Variabel

Variabel-variabel tersebut adalah nilai yang dicari
dalam teka-teki ini. Namun, itu saja tidak cukup. Kita
memerlukan jumlah tiap baris, kolom, atau diagonal yang
akan terbentuk. Jumlah tersebut dapat dihitung dengan
cara mencari rata-rata dari jumlah maksimum dan jumlah
minimum yang dapat terbentuk dari nilai-nilai yang
memungkinkan dari persegi ajaib tersebut. Jumlah
minimum yang mungkin adalah 6 (dari 1+2+3),
sedangkan jumlah maksimum yang mungkin adalah 24
(dari 7+8+9), sehingga kita mendapatkan bahwa jumlah
tiap baris, kolom, atau diagonalnya adalah avg(6, 24)
yaitu 15.

Setelah kita mendapatkan jumlah dari persegi ajaib
tersebut, maka kita dapat membentuk sistem persamaan
lanjar yang merepresentasikan teka-teki tersebut. Sistem
persamaan lanjar tersebut akan berbentuk sebagai berikut:
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at+b+c=15
d+e+f=15
g+h+i=15
a+d+g=15
b+e+h=15
c+f+i=15
ate+i=15
c+e+g=15

Y]

Sistem persamaan lanjar tersebut dapat ditulis dalam
bentuk matriks teraugmentasi sebagai berikut:

11100000015
00011100015
00000011115
10010010015
01001001015
00100100115
10001000115
00101010015
8
Dengan  melakukan  Operasi  Baris  Elementer
sedemikian rupa akan didapatkan matriks ekselon

terreduksi sebagai berikut:

10000000110]
01000001010
0010000-1-1-5
0001000-1-2-10
0000100005
00000101220
00000011115
0000000000

9)

Yang dapat kita tulis dalam bentuk persamaan lanjar
sebagai berikut:

a+i=10
b+h=10
c-h-i=-5
d-h-2i=-10
e=5
f+h+2i=20
g+h+i=15

(10)

Dengan melihat persamaan-persamaan lanjar di atas,
kita dapat menyimpulkan bahwa solusi dari teka-teki ini
banyak. Namun dapat kita lihat pula bahwa variabel h dan
i bernilai bebas karena tidak ada leading 1 pada matriks
ekselon terreduksi tersebut hanya sampai pada variabel g
sehingga kita dapat menentukan nilai h dan i. Namun,
nilai h dan i tidak boleh sembarang, karena baris ke-3,

yang mengandung variabel h dan i pun harus diisi dengan
mengikuti peraturan yang ada. Contoh nilai yang tidak
dibolehkan adalah h = 7 dan i = 4, karena dengan begitu,
g harus diisi dengan 4, di mana hal tersebut melanggar
aturan bahwa Persegi Ajaib harus diisi dengan nilai
dengan 1 digit yang berbeda-beda. Perlu diperhatikan pula
bahwa nilai i dan h tidak boleh 5 dikarenakan nilai 5
sudah diambil oleh variabel e pada sistem persamaan
lanjar (10).

Kita tentukan:

h=1

i=8

Sehingga g akan memberikan nilai yang valid. Dengan
mensubstitusikan nilai di atas ke sistem persamaan lanjar
(10), didapat:

a=10-8=2
b=10-1=9
c=-5+1+8=4
d=-10+1+16=7
e=5
f=20-1-16=3
g=15-1-8 =6
h=1
i=8
(11)

Di mana nilai-nilai a hingga g pada persamaan (11)
sudah merupakan salah satu solusi dari teka-teki Persegi
Ajaib, yang ditulis sebagai berikut:

o NN
= 01 ©
o0 w b

Solusi yang berbeda bisa didapat dengan cara
mengganti nilai dari h dan i, jika Kita tentukan:

h=7

i=6

Maka didapat:

a=10-6=4
b=10-7=3
c=-5+7+6=8
d=-10+7+12=9
e=5
f=20-7-12=1
g=15-7-6 =2
h=7

i=6

Sehingga solusi dapat ditulis:

N © b~
~N o1 w
o = 00
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Namun, cara penyelesaian dengan eliminasi Gauss —
Jordan ini juga mempunyai kekurangan. Pada saat
bereksperimen dengan angka lain, ditemukan pula sejenis
“bug” di mana i dan h valid, tetapi nilai menjadi tidak
valid setelah disubstitusikan, yaitu ketika:

h=4

i=3

Akan menghasilkan:
d=-10+4+6=0

Padahal jika Persegi Ajaib tersebut seharusnya masih
dapat dibuat dengan valid, yaitu:

©F o
NGNS, IEN
w O N
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