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Abstract— Euler Identity, atau Identitas Euler, persamaan
yang dianggap persamaan indah dalam dunia matematika.
Dinamai dari ahli matematika Leonhard Euler, ldentitas
Euler dapat diturunkan dari deret taylor dan maclaurin.
Identitas Euler juga dapat digunakan untuk mencari solusi
rangkaian orde 2 pada bidang elektro. Makalah ini akan
menjelaskan penurunan dari Identitas Euler beserta

beberapa aplikasinya.
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.  PENDAHULUAN

Identitas Euler, formula yang dinamakan untuk
mengenang ahli matematika Leonhard Euler adalah
formula yang menggabungkan trigonometri, logaritma,
imajiner, dan bilangan = . Sebuah formula yang dapat
membentuk persamaan yang bisa dikatakan indah dalam
dunia matematika. Identitas Euler diturunkan dari
beberapa proses, seperti Deret Taylor dan Maclaurin, dan
dapat digunakan untuk menyelesaikan beberapa persoalan,
baik dalam bidang matematika seperti trigonometri,
maupun bidang elektro seperti pencarian solusi rangkaian
orde 2.

Ada 2 persamaan yang biasanya dikatakan dengan

identitas euler. Pertama, persamaan e =cosx+isinx,
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yang merupakan penurunan dari deret taylor dan maclaurin.
Persamaan ini terkadang disebut sebagai Euler Formula,
atau rumus euler, yang menyebabkan persamaan kedua
yang disebut sebagai identitas euler.

Kedua, persamaan e'” +1=0 atau e'” =-1 .
Persamaan inilah yang menyebabkan identitas euler
dikenal sebagai persamaan indah dalam dunia matematika.
Persamaan ini menggabungkan bilangan e , sebuah
bilangan yang dipakai dalam logaritma, i , bilangan
imajiner, yang semestinya tidak nyata, =z, yang berkaitan
dengan geometri dan trigonometri, 1, yang dikalikan
dengan bilangan apapun hasilnya adalah bilangan itu
sendiri, dan 0, yang ditambahkan dengan bilangan apapun
hasilnya adalah bilangan itu sendiri. Definisi Identitas

Euler yang dipakai adalah definisi pertama.

Il. PENURUNAN RUMUS

A. Deret Taylor
Deret Taylor adalah deret yang menggunakan
polinomial dan turunan untuk menaksir nilai dari sebuah
fungsi. Deret Taylor memakai sebuah angka real sebagai
patokan taksiran, misalnya a . Artinya untuk seluruh
bilangan real x, semakin dekat nilainya dengan a maka
semakin dekat nilai aproksimasi fungsinya. Oleh karena itu,

ketika mencari taksiran dari f(x), dibutuhkan a yang



sedekat mungkin dengan x agar taksiran f(x)
mendekati nilai yang sebenarnya.

Untuk nilai a yang cukup dekat dengan x, dapat
diasmumsikan bahwa f(x) nilainya mendekati dengan
f (a) . Akan tetapi, perbedaan dari nilai turunan dari  f (x)

f(a)

atau f'(a) akan memperlihatkan perbedaan yang terjadi

(biasa disebut f'(x)) dengan nilai turunan dari

antara f(x) dan f(a), yang mengurangi ketepatan

f(x)

dan f(a) mendekati nol (taksiran mendekati nilai asli),

taksiran dari nilai f(x). Agar perbedaan antara

maka digunakan rumus di bawah ini
f(x)=f(a)+f'(@)x-a) 1)
f(x)=f(a) karena nilai dari x mendekati a
sehingga x—a mendekati nol.
f'(x) = f'(a) karena ketika kedua ruas diturunkan
f(x) (%)
f(a)+ f'(a)(x—a) menjadi f'(a). Perlu diingat lagi

terhadap x , menjadi sedangkan

bahwa f(a) dan f'(a) jika diturunkan terhadap x
akan dianggap sebagai konstanta, yang turunannya
terhadap x adalah nol.

Taksiran (1) masih belum cukup untuk menaksir
nilai f(x), karena nilai turunan dari f'(x) atau yang
biasanya disebut dengan f''(x) berbeda dengan nilai

turunan dari f'(a) atau yang biasanya disebut dengan

f''(a) Taksiran (1) masih  diperlukan agar
f(x)=f(a)dan f'(x)= f'(a), tetapi perlu ditambahkan
sesuatu agar f''(x)=f'""(a) . Taksiran (1) perlu
. f”(X) )2 . .

ditambahkan dengan T(x a)“ sehingga taksiran

f(x) menjadi

()

f(x)=f(a)+ f'(a)(x—a)+—=(x— a)

)

Ketika f(x)diturunkan (untuk mengecek kesamaan

antara f'(x) dan f'(a) ), (x—a) pada %(x—a)2

tidak hilang biarpun diturunkan terhadap x , sehingga

kesamaan antara f'(x) dan f'(a) tetap terjaga. Ketika
(2) diturunkan terhadap x sebanyak 2 kali, ruas Kiri
menjadi f''(x) dan ruas kanan menjadi f''(a). Seperti

ketika membuat taksiran (1) ,

()

perlu diingat bahwa

f(@+ f'(@(x—-a)+——=(x— a) ketika diturukan

terhadap x sebanyak 2 kali, akan menghasilkan f''(a)
sehingga kesamaan antara f''(x) dan f''(a) .
f(x)

f(x) yang sebenarnya daripadai nilai

Dapat
disimpulkan nilai pada taksiran (2) lebih
mendekati nilai
f(x) pada taksiran (1).

Ketika langkah-langkah ini diteruskan, maka akan

terbentuk deret yang terdiri dari f(a) dan bentuk

turunannya seperti f'(a), f''(a), f'"'(a), f*(a),
- (x-a)"
dan seterusnya yang dikalikan dengan bentuk —
n
_a)\2 _a)3 )4
seperti 1, (x—a), (x-a) , (x-2) , (x=2) , dan
2 6 24

seterusnya. Semakin panjang deret taylor maka nilai f (x)
pada deret tersebut akan semakin mendekati nilai f(x)

yang asli. Bentuk umum deret taylor menjadi seperti di

bawah ini
f(x)=f@)+ f'(a)(x—a)+¥(x—a)2
(a) (x-a) + %(x—a)“t..

Bentuk umum deret taylor sedikit menyerupai bentuk
polinomial. Deret taylor umumnya digunakan untuk ketika
f(a),
f (x) tidak mudah didapatkan. Misalnya ketika mencari

f'(a) dan seterusnya mudah didapatkan tetapi

nilai dari sin(89.9) (satuan derajat). Nilai dari sin(89.9)

dapat ditaksir menggunakan deret taylor, dengan

f(x)=sin(x) (satuan adalah derajat, bukan radian),
x=89.9, dan a=90 karena mudah untuk mencari nilai

dari sin(90) , cos(0) ( cos(x) adalah turunan dari

sin(x) terhadap x ), dan turunan-turunan setelahnya.

Dengan deret taylor yang cukup panjang, nilai dari

sin(89.9) dapat dicapai dengan galat seminimal mungkin.
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B. Deret Maclaurin untuk e*, sinx, dan cosx.

Deret Maclaurin  adalah deret Taylor

yang
menggunakan nilai nol sebagai pusat taksiran, atau
menggunakan nilai nol sebagai nilai a pada deret taylor
di bab sebelumnya. Sehingga, bentuk umum dari deret
maclaurin menjadi seperti di bawah ini

O o, 10O
2

6

f(x)= f(0)+ f'(0)x+

4 )
+ Q) x4+ O X2 +... (3)
24 120
Dalam mengubungkan e*, sinx, dan cosx, nilai
nol sangat mdah dipakai untuk memperlihatkan bentuk

deret taylor dari ketiga bentuk tersebut karena

e =1 (4)
sin0=0 (5)
cos0=1 (6)

Untuk mencari deret Maclaurin dari e* , terlebih

X

dahulu perlu diketahui turunan dari e Dengan

menggunakan aturan limit, didapatkan bahwa turunan dari

e* adalah dirinya sendiri, yaitu e*. Menggunakan (3)

dan (4), didapatkan bahwa deret Maclaurin dari e*

adalah

0 0 0 eO
eX =g +e°x+?x2 XXt =X+

6 24 120
atau bisa disederhanakan menjadi
2 X3 X4 XS

e =l X+t )
2 3 4 4

yang memiliki bentuk umum seperti di bawah ini

Untuk mencari deret Maclaurin dari sin x dan cosx,
terlebih dahulu perlu diketahui turunan dari sinx dan

cosx . Dengan aturan limit, didapatkan bahwa

isinx:cosx (8)
dx

d .

—COSX =—sin X 9)
dx

Menggunakan (8) dan (9) dapat ditunjukkan bahwa

untuk g(x)=sinx dan h(x) =cosx didapatkan

2909 =)

2h00 = -0

S (-900) =-h(x)
X

2 -h0) =900
X

(10)
sehingga dengan penurunan sebanyak 4 kali, baik sin x
maupun cosx akan kembali menjadi bentuk asalnya.
Dengan menggunakan (3), (4), (5), dan (10) didapatkan
bahwa deret Maclaurin dari sin x dan cosx adalah

sin x =sin 0+(COSO)X——3|20 2 C0s0 3

6

sin0 4 cosO 5 sin0 5 cosO -
+ X"+ X7 = X° = X'+
24 120 720 5040

cos x = cos0— (sin 0)x__C02SO W2 4 5|20 2

cos0 4 sin0 5 cosO g sin0 5
+ X" = X7 = X"+ X"+
24 120 720 5040

yang bisa disederhanakan menjadi

3 5 7
sinx:x——+X——X—+ (1)
3 5 7
2 4 6
cosx=1—~_ X X, (12)
200 4 6

X pada (11) dan (12) memiliki satuan radian.
Jika x pada (7) disulihkan menjadi ix , dengan

i= J—_l, bilangan imajiner, maka akan didapatkan

e™ =1+ix+

. .2 - 83 4 iv) 2
02 +02 +02 +02 +.. (13)

Dengan menggunakan fakta bahwa i= J-1, akan

didapatkan
i2=-1
i®=-i
i‘=1
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yang disulihkan dengan (13) menjadi

PYR I A A
2031 4 5 6 7
(14)
Persamaan (14) dapat disusun menjadi
" x2 x* xb ixd e X!
e’ =l-—t+———+. A X—t———+
20 4 6 3 5 7
] 2 4 6 3 5 7
e'X:1—X—+X——X—+...+i(x—X—+X——X—+...)
21 4 6 3 o7
(15)

Perhatikan bahwa (15) dapat dibentuk dari (11) dan
(13) sehingga (15) dapat diubah menjadi
e™ =cosx+isin x (16)
Persamaan (16) adalah persamaan yang biasanya
disebut Euler Identity atau Identitas Euler. Satuan dari x
pada (16) adalah radian,
C. Kasus spesial identitas Euler
Ketika x pada (16) disulihkan dengan =, akan
didapatkan persamaan di bawah ini
17)
Perhatikan bahwa cos(zr)=-1 dan sin(z)=0

e'” =cos(r) +isin(z)

sehingga (17) menjadi
el =1 (18)
Persamaan (18) adalah persamaan yang dianggap
spesial karena menggabungkan 3 buah elemen yang
bernilai tidak real, yaitu e, i, dan =, tetapi dapat
menghasilkan sebuah bilangan yang tidak hanya real,
melainkan juga bulat, yaitu 1.

1. APLIKASI IDENTITAS EULER

A. Pencarian nilai cos(nx) dan sin(nx)
Ketika x pada (16) disulinkan menjadi nx ,
maka akan terbentuk persamaan di bawah ini
'™ = cosmx) +i sin(nx)
yang bisa dibentuk menjadi
(19)
Dengan menggunakan (16), e™ pada (19) dapat

e™)" =cosnx) +isin(nx)

diubah menjadi

(20)

Dari (20) dapat disimpulkan bahwa cosnx dan

(cosx+isinx)" = cos(x) +isin(nx)

sinnx dapat diperoleh dengan hanya menggunakan
cosx dan sinx. Hasil real dari (cosx+isinx)" akan
menjadi  cos(nx)

sedangkan hasil imajinernya akan

menjadi sin(nx) .

B. Pencarian hasil akar pangkat dari bilangan kompleks

Perhatikan bahwa bentuk umum bilangan kompleks
adalah a+bi, dengan a adalah bagian real dan bi
adalah bagian imajiner dari bilangan kompleks tersebut.
Cara mencari hasil akar pangkat dari bilangan kompleks
adalah dengan menggunakan Rumus Euler. Pertama,
bentuk a+bi akan dibuat menjadi r(c+di) dengan
c?+d?=1.

Dengan menggunakan c?+d? =1, ¢ disulihkan
dengan cosx dan d disulihkan dengan sinx karena
cos? x+sin? x=1 dan penggunaan cosx dan sinx
a+bi

diperlukan dalam Rumus Euler. bentuknya

menjadi r(cosx+isinx) yang dengan menggunakan
(16) dapat diubah menjadi

a+bi=r(e™) (21)
dengan r(cosx)=a dan r(sinx)=b

1
Untuk mencari (a+bi)", kedua ruas pada (21)

dipangkatkan dengan 1 menjadi
n

1 1 .x

(a+bi)" =rn(e ") 22)

Ketika x pada (16) disuihkan menjadi 5, maka
n

akan terbentuk persamaan di bawah ini

eiH = cos(f) +1i sin(ﬁ) (23)
n n
Dari (22) dan (23) didapatkan
1 1
(a+bi)n =rn (cos(%) +i sin(%)) (24)

a . b
dengan cosx=— dan sinx=—.
r r
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C. Analisis rangkaian orde 2 pada Underdamped Case
Rangkaian orde 2 adalah rangkaian yang ketika

yang

perbedaan derajat 2 [3]. Salah satu contoh rangkaian orde

dianalisis, membentuk persamaan memiliki

2 adalah rangkain R-L-C, yaitu rangkaian yang terdiri dari

resistor, induktor, dan kapasitor.

R L

Gambar 1 Rangkaian orde 2 tanpa sumber

(Sumber : http://slideplayer.com/slide/6379109/)

Untuk mencari arus pada rangkaian, atau tegangan
pada salah satu komponen, misalnya kapasitor,
diperlukan analisis orde 2. Pada analisis orde 2, salah
satu nilai yang dicari, misalnya saja arus. Akan
dianggap sebagai patokan. Resistor, induktor, dan
kapasitor memiliki perbedaan antara perbandingan

tegangan dan arus yang melewatinya.

dl
VvV, =L—L 25
=L (25)
lo0 =C——
¢ dt

Perbedaan perbandingan ini akan membentuk
persamaan orde 2 ketika dianalisis. Pada rangkaian orde
2, ketika akan mencari arus yang melewati resistor,
seperti pada gambar 1, maka terlebih dahulu ditentukan
(26)

Dengan menggunakan (25) dan fakta bahwa

I = Ae®

gambar 1 adalah rangkaian RLC tanpa sumber, akan

didapatkan

|R+Ld—'+1_[|dt=o
dt C

yang ketika diturunkan terhadap t kedua ruasnya
menjadi
CE

d—|+L +—=0

R
dt dt? C

(27)

Dengan menggunakan (26) pada (27) akan
didapatkan

RsAe® + Ls2Ae™ + = AeS =0
¢ (28)

Persamaan yang terbentuk pada (28) adalah
persamaan karakteristik rangkaian. Persamaan (28)
diselesaikan dengan menganggap Ae® tidak nol,
karena bentuk itu yang akan dicari nilainya. Sehingga,
akan dicari s sehingga

s? +Bs+i:0.
L LC

Ada 3 kemungkinan hasil yang terjadi. Pertama,
persamaan (29) memiliki 2 akar real berbeda. Ini adalah
Overdamped Case. Bentuk solusi | menjadi

1(t) = Ae™ + A

Kedua, persamaan (29) memiliki akar real kembar.
Ini adalah Critically Damped Case. Bentuk solusi |
menjadi

(1) = (At +Ay)e™

Ketiga, persamaan (29) tidak memiliki akar real.
Ini adalah Underdamped Case. Pada kasus ini, s akan
menjadi bilangan kompleks, sehingga dibutuhkan
Identitas euler untuk menyelesaikannya. Misalnya
solusi s adalah

S =—a+jo

S, =—a-]o

Perhatikan bahwa lambang bilangan imajiner yang
dipakai dalam bidang elektro adalah j, bukan i .

Sehingga bentuk solusi | menjadi
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|(t) _ Alet(—a+ja)) + Azet(—a—ja))
I(t)=e *(Ae!” +Ae1?)
Dengan menggunakan (16) pada (30), didapatkan

(30)

I(t) =e (A (cosw+ jsin )+ A, (cost-w) + j sin(-w)))

31)
Dengan menggunakan fakta bahwa
cos(-x) =cosx dan sin(-x)=-sinx , (31) dapat

diubah menjadi
I(t) =e (A (cosw+ jsinw)+ A, (cos w— jsin w))
I(t)=e (A +Ay)cosw+ (A —A,) jsinw)
(32)
Persamaan (32) adalah bentuk akhir solusi |
untuk Underdamped Case. Persamaan (32) juga dapat
diubah menjadi

I(t)=e (B, cosw+ B, jsin )

dengan
B, =A-A
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