Bab 7

Turunan Numerik

Lebih banyak lagi yang terdapat di langit dan di bumi, Horatio, daripada
yang kau mimpikan di dalam filosofimu.
(Hamlet)

Setiap mahasiswa yang pernah mengambil kuliah kalkulus tentu masih ingat dengan
turunan fungsi yang didefenisikan sebagai

lim  f(x+h)- f(x)

P.7.1
h® 0 h ( )

fr(x) =

Persoalan menghitung turunan fungs cukup banyak muncul dalam bidang
rekayasa. Misalnya dalam bidang pengolahan citra (image processing), turunan
fungs diterapkan untuk mendeteks sis (edge) obyek pada suatu citra (lihat bagian
terakhir bab ini). Sementara dalam perhitungan numerik sendiri, turunan fungsi
dalam orde yang lebih tinggi, f', f", f", ..., kadang-kadang diperlukan. Misalnya
untuk menghitung batas-batas galat interpolasi polinom dengan rumus

(x- %)= X )0x= %) . (x- %, )F k)
(n+1)!

E(x) = y XoE X £ Xy

atau untuk menghitung galat integrasi numerik dengan aturan trapesium :
E() = i—;(b-a) hf (), aftfb

Bila persamaan fungs f(x) diberikan secara eksplisit, maka kita dapat menentukan
fungs turunannya, f'(X), f"(X), ..., f ™2(x), lalu menggunakannya untuk menghitung
nilai turunan fungsi di x =t.
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Seringkali fungsi f(x) tidak diketahui secara eksplisit, tetapi kita hanya memiliki
beberapa titik data sgja. Pada kasus seperti ini kita tidak dapat menemukan nilai
turunan fungsi secara analitik. Sebaliknya, pada kasus lain, meskipun f(x) diketahui
secara eksplisit tetapi bentuknya rumit sehingga menentukan fungsi turunannya
merupakan pekerjaan yang tidak mangkus dan tidak praktis, misalnya pada
fungsi-fungsi berikut ini :

0 f00 = cos(2x? J+ x tan(3x)
~ dn(x)+e*- 2x/cosx)

(i) fx) = xe®*2|n@d ,
(iii) dan sebagainya.

Untuk kedua kasus terakhir, perhitungan nilai turunan dapat dikerjakan secara
numerik (numerical differentiation atau numerical derivative). Nilai turunan yang
diperoleh merupakan nilai hampiran. Sebagaimana halnya pada integrasi numerik,

dalam bentuk tabel merupakan bentuk alami untuk perhitungan turunan.

7.1 Persoalan Turunan Numerik

Persoalan turunan numerik ialah menentukan hampiran nilai turunan fungsi f yang
diberikan dalam bentuk tabel. Meskipun metode numerik untuk menghitung
turunan fungsi tersedia, tetapi perhitungan turunan sedapat mungkin dihindari.
Alasannya, nilai turunan numerik umumnya kurang teliti dibandingkan dengan
nilai fungsinya. Dalam kenyataannya, turunan adalah limit dari hasil bagi selisih:
yaitu pengurangan dua buah nilai yang besar ( f(x+h) - f(x) ) dan membaginya
dengan bilangan yang kecil (h). Pembagian ini dapat menghasilkan turunan
dengan galat yang besar. Lagi pula, jika fungsi f dihampiri oleh polinom
interpolasi p, selisih nilai fungsi mungkin kecil tetapi turunannya boleh jadi sangat
berbeda dengan nilai turunan sejatinya. Hal ini masuk akal sebab turunan
numerik bersifat "halus', dan ini berlawanan dengan integrasi numerik, yang tidak
banyak dipengaruhi oleh ketidaktelitian nilai fungsi, karena integrasi pada
dasarnya adalah proses penghalusan [K RE88].

7.2 Tiga Pendekatan dalam Menghitung
Turunan Numerik

Misal diberikan nilai-nilai x di xg - h, Xg, dan xg + h, serta nilai fungsi untuk nilai-
nilai x tersebut. Titik-titik yang diperoleh adalah (x4, f.1), (X0, fo), dan (x4, fy), yang
dalam ha ini x; = X - hdan x; = X, + h. Terdapat tiga pendekatan dalam
menghitung nilai f'(xo):
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1. Hampiran selisih-maju (forward difference approximation)

fx+h)- flx) _ fi- fo (P.7.2)
) g 7

f*(x0)

2. Hampiran selissh-mundur (backward difference approximation)

f(XO)- f(XO- h) — fO- fl (P73)
h h o

f'(%0)
3. Hampiran selisih-pusat (central difference approximation)

f'(x) = f(X0+h)2'hf(X0' h) = 5 ‘th-l (P.7.3)

Tafsiran geometri dari ketiga pendekatan di atas diperlihatkan pada Gambar 7.1.

yA y A

v,
— | y=1(x)

Yo / Yo
y=1(¥
Y4
h / Coh

/ X1 Xo Xy ; / X1 Xa X X
(a) Hampiran sdlish-maju (b) Hampiran selisih-mundur
& y= 9
Ya
- o >
/ X—l XO X_l i

(c) Hampiran selisih-pusat

Gambar 7.1 Tiga pendekatan dalam perhitungan turunan numerik
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Rumus-rumus turunan numerik untuk ketiga pendekatan tersebut dapat diturunkan
dengan dua cara, yaitu:

1. Dengan bantuan deret Taylor
2. Dengan hampiran polinom interpolasi

Kedua cara tersebut menghasilkan rumus yang sama.

7.3 Penurunan Rumus Turunan dengan Deret

Taylor

Misalkan diberikan titik-titik (x;, f) ,i1 =0, 1, 2, ..., n, yang dalam hal ini
X = X+ih

dan
fi = f(Xi).

Kita ingin menghitung f'(x), yang dalam hal ini x= X, + sh, sT R dengan ketiga
pendekatan yang disebutkan di atas (maju, mundur, pusat).

(@) Hampiran selisih-maju

Uraikan f(x,1) di sekitar x; :

2
) = 109+ 2% g Do X5 gy
1 2

fio = f+hf +h%2f" +.. . (P.7.4)
hfi' :fi+1-fi - h2/2 fi "+

f..-f
fil — i+1 1 _ h/2 f| n

h

f..- f

fi' = 1h —~ + O(h)

yang daam hal ini, O(h) = h/2f"(t), X<t<Xus
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Untuk nilai-nilai f di xg dan x; persamaan rumusnya menjadi:

fi- fo
h

fo'= +0O(h)

yang dalam hal ini O(h) = /2 f"(t), X<t<Xg41.

(b) Hampiran selissh-mundur

Uraikan f(x.1) di sekitar x; :

2
ORI P CERL) R CERAL)
1 2
fi1 = f-hf'+h%¥2f" + ...
hfi' = fi - fi-l + h2/2 fi "+
o= i ha g
h
fo- f
' = &t - 1 + O(h),

yang dalam hal ini, O(h) = - h/2 f"(t), X.1<t<X
Untuk nilai-nilai fdi %o dan x; persamaan rumusnya menjadi:

fo- f
fo'= =22 +0(h)

yang dalam hal ini, O(h) = - h/2 f"(t), X41<t<X.

(c) Hampiran selisih-pusat
Kurangkan persamaan (P.7.4) dengan persamaan (P.7.6):
fo1-fio= 2hf' + h3¥3f "+ ...

2hf' = fop-fiq - W3F" + ..

(P.7.5)

(P.7.6)

(P.7.7)
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R [ Gl .
2h

f. - f
f-' i+1 i-1 +0 h2 ,
i T (h)

yang dalam hal ini, O(h?) = - F/6 f"'(t), X4 <t< X1
Untuk nilai-nilai fdi x; dan x; persamaan rumusnya menjadi:

f0'=%+0(h2) (P.7.8)

yang dalam hal ini, O(h?) = - W6 f™(t), X4 <t< Xu1.

Perhatikan, bahwa hampiran sdish-pusat Iebih baik daripada dua hampiran sebelumnya,
sebab orde galatnya adalah O(h?).

Rumus untuk Turunan Kedua, f’(x), dengan Bantuan Deret Taylor

(@) Hampiran sdlish-pusat
Tambahkan persamaan (P.7.4) dengan persamaan (P.7.6) di atas :

fo+f, = 2f+ P f"+hY12£@ + .

fo-2f+f,= W fi"+hY12£ @
fr = filog- 2F +Fi, h2/12 @
I h2 |
Jedi,
f..,-2f +f
fi" - i+1 hzI i-1 + O(hz),

yang dalam hal ini, O(h?) = - W12 f O(t), X1 <t < Xiuq
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Untuk nilai-nilai fdi X, X, dan x; persamaan rumusnya menjadi:

fr= 2220l o) (P7.9)
yang dalam hal ini O(h?) = - h%12 f @(t), .1 < t < Xua.

(b) Hampiran selisih-mundur
Dengan cara yang sama seperti (a) di atas, diperoleh :

o= 2f  + f
fi" - i-2 hzI 1 [ O(h),

yang dalam hal ini O(h) =hf"(t), x.<t<x
Untuk nilai-nilai fdi x,, X4, dan X, persamaan rumusnya :

f,-2f +f
h2
yang ddam hd ini, O(h)=hf"(t) ,x,<t<x

fo"= ¢ +0(h), (P.7.10)

(c) Hampiran selisih-maju

Dengan cara yang sama seperti di atas, diperoleh :

firo - 2fin + f;
2

fi" = + O(h),

yang dalam hal ini, O(h) = - hf"(t), <t < X2
Untuk nilai-nilai f di X, X3, dan x, persamaan rumusnya :

f,- 2f +f

f,"= - 9 +0(h), (P.7.12)

yang dalam hal ini, O(h) = - hf"(t), X; <t < X4
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7.4 Penurunan Rumus Turunan Numerik
dengan Polinom Interpolasi

Misalkan diberikan titik-titik data berjarak sama,
X = X+ih i=0,1,2, .., n,

dan
X = %+sh sl R

adalah titik yang akan dicari nilai interpolasinya. Polinom Newton-Gregory
yang menginterpolasi seluruh titik data tersebut adalah :

_ . sbf, D’ f, fq
F09» ) = for — % +o(s]) — 2 + Ss)(s2) % +
D'f
S(s1)(52)...(s- n+1) nlo
= F(9
yang dalam hal ini, s = (Xx-xg)/h.
Turunan pertamadari f (X) adalah :
f'(x) = df/dx = dF o
ds dx
= (0+ Dfg + (s 1/2) Df o+ (S42 - s+ 1/3) D3f o+ ... ) 1/h
= 1/h (Df + (s 1/2) D o + galat) (P.7.12)

Berdasarkan (P.7.12), diperoleh rumus turunan numerik dengan Kketiga
pendekatan (maju, mundur, pusat) sebagai berikut:

(@) Hampiran selisih-maju

- biladigunakan titik-titik X, dan x; :

00 = Uh (Dl = - (P7.13)
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- biladigunakan titik-titik X, X;, dan x, :

f'(x0) =Lh (Do + (s 1/2) D*fo)

untuk titik xo ® s= (X - X)/h =0, sehingga

f'(x) =Lh(Df - 12D% )
= 1/h (Dfy - L/2(Df; - Di))
= 1/h (3/2 Df, - 1/2 Dfy)
= Uh (3/2f, - 32y - U2 f+ 12 1,)
= Uh (-3/2 fo+ 2, - U21,)
- 3f, +4f, - T,

f'(x) = o (P.7.13)

(b) Hampiran selisih-mundur
- polinom interpolasi: Newton-Gregory mundur
- biladigunakan titik-titik X, dan X, :

o fo- f
f'(x0) = /h (Nfo) = Oh =

(P.7.14)

(c) Hampiran selisih-pusat
- digunakan tigatitik Xy , X1, dan X, :
f'(x) =1/ (Dfy+ (s- 1/2) Do)
untuk titik x; ® s = (x; - Xg)/h = h/h =1, sehingga

f'(x) =1h(Df + 1/2D% )
=Vh (Dfp + L/2(Df; - Dfo) )
= 1/h (1/2 Dfy + 1/2 Dfy)
=1/2h (fy-fo+ fo- 1)
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f2 - f0
2h

untuk titik X, , X, dan xq :

fl - f-l
2h

f'(x) = (P.7.15)

Rumus untuk Turunan Kedua, f"(x), dengan Polinom Interpolasi

Turunan kedua f adalah

d’f _ d eaff ¢ ds

dx? ds gdx g dx

1h (0 + D¥ o+ (s- 1) D) . Uh

1/h? (D?fy + (s- 1) D)

Misalkan untuk hampiran selisih-pusat, titik-titik yang digunakan xy , X1, dan x, :
- padatitik x; ® s=(X; - Xg)/h = h/h =1, sehingga

f"(x) =1h?(D4 o+ (1-1) D)
= 1/h? (D o)
= 1/h? (Df, - Dfy)
= UN? (fp-fr+ fy+fo)
=1/h? (fy- 2f; +1,)

- untuk titik x4 , Xp, dan Xq :

a1 - 2+ 1y

£ (x,) = f x (P.7.16)
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7.5 Menentukan Orde Galat

Pada penurunan rumus turunan numerik dengan deret Taylor, kita dapat langsung
memperoleh rumus galatnya. Tetapi dengan polinom interpolas kita harus mencari
rumus galat tersebut dengan bantuan deret Taylor.

Contohnya, kita menentukan rumus galat dan orde dari rumus turunan numerik

hampirin selisih-pusat:

fl = f-l
2h

£ () = +E

Nyatakan E (galat) sebagai ruas kiri persamaan, lalu ekspansi ruas kanan dengan
deret Taylor di sekitar Xo:

E = F'(x) - (f1-f1)/2h
= fy-U2h[(fo+hfg+h¥2f" +h¥6 6" +..)
- (fo- hfg + h?/2f," - h¥6 fo™ + ...) ]
= fg-1/2h (2hfg + 36" +...)
= fg-fy-h¥6f," + ..

= -h¥6f," +..
= -h6E"M(t), xa<t<x (P.7.17)
= O(h)

Jadi, hampiran selisih-pusat memiliki galat E = - h?/6 f "'(t), X, <t < X4, dengan
orde O(h?).

7.6 Program Menghitung Turunan

Program menghitung turunan numerik sangat sederhana. Rumus-rumus turunan
dinyatakan sebagai fungsi. Di bawah ini tiga buah fungsi menghitung turunan
pertama dengan rumus hampiran selisih-maju, hampiran selissh mundur, dan
hampiran selisih-pusat.
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Program 7.1 Menghitung turunan pertama dengan rumus hampiran selisih-maju, hampiran selisih-
mundur, dan hampiran selisih-pusat.

function fAksen_maju(f0, f1, h : real):real;
{ Menghitung f’(x0) dengan rumnus hanpiran selisih-mju }
begi n
f Aksen_maj u: =(f1-f0)/h;
end;

function fAksen_mundur (f_1, f0, h : real):real;
{ Menghitung f’(x0) dengan rumnus hanpiran selisih-nmundur }
begi n
f Aksen_nundur: =(f0-f_1)/h;
end;

function fAksen_pusat(f_1, f1, h : real):real;

{ Menghitung f’(x0) dengan rumus hanpiran selisih-pusat }
begi n

f Aksen_pusat: =(f1-f_1)/(2*h);

end;

7.7 Ringkasan Rumus-Rumus Turunan

Di bawah ini dirangkum beberapa rumus perhitungan turunan secara numerik,
baik untuk turunan pertama, turunan kedua, dan seterusnya. Disertakan juga orde
dari setiap rumus, dalam notasi O-besar. Rumus turunan dengan orde yang
semakin tinggi menunjukkan nilai turunannya semakin teliti, namun jumlah
komputasinya makin banyak (jumlah titik data yang diperlukan juga lebih
banyak).

1. Rumusuntuk turunan pertama

f,- f
fo = 2% " 2 +O(h) (selisih-maju)
fo- T4 .
fo = Er— + O(h) (selisth-mundur)
fo = % + O(h?) (selisih-pusat)

Bab 7 Turunan Numerik 361



-3f,+4f, - f
fo = 9 o L2 +0hd (selisih-maju)

- f,+8f, -8f  +f
fo = 2 112h 1 -2 +O(h4) (selisih-pusat)

2. Rumusuntuk turunan kedua

f,-2f +f
for = 22—+ 0O() (selisih-pusat)
f,o-2f, +f
fr = —2 h2-1 o +0(h) (selisih-mundur)
f,-2f +f
fr = 21" 0 hzl ° +0(h) (selisih-maju)
- f,+4f, - 5f, +2f
B = 3 2 1 0 4+ O(h?) (selish-maju)
12h
- f,+16f, - 30f, +16f - f
fro= 2 1 0 -1 -2 4 ot selisih-pusat
g o (h)  (sdlisih-pusat)
3. Rumusuntuk turunan ketiga
f,- 3f, +3f - f
for = =2 2h3 L0 4+ 0O(h) (selish-maju)
fo"' _ f2 - 2f1 ;h23f_1' f_2 + O(hz) (%“gh_pusat)
4. Rumusuntuk turunan keempat
. f,- 4f, +6f, - 4f + f
fo(lv): 4 3 h42 1 0 +O(h) (SEIISIh-majU)
. f,-4f +6f, - 4f  +f
fo(lv) - 2 1 hfi‘ -1 -2 4 O(hz) (sdlisih-pusat)
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7.8 Contoh Perhitungan Turunan

Diberikan data dalam bentuk tabel sebagai berikut :

X f(x)
1.3 3.669
15 4.482
1.7 5.474
19 6.686
2.1 8.166
2.3 9.974
25 12.182

(@ Hitunglah f'(1.7) dengan rumus hampiran selisih-pusat orde O(h?) dan O(h®)
(b) Hitunglah f'(1.4)dengan rumus hampiran selisih-pusat orde O(h?)
(¢) Rumus apayang digunakan untuk menghitung f'(1.3) danf '(2.5) ?

Penyelesaian:
(@ OrdeO(h?):

fl_ f-l

fi' =
0 2h

Ambil titik-titik x4, = 1.5 dan x; = 1.9, yang dalam hal ini xo = 1.7 terletak di tengah
keduanyadenganh = 0.2.

6.686- 4.482

f'(1.7) = =5.510 empat angka ben
(1.7) —Z(W (emp g a)
Orde O(h%):
1 = f2+8f1' 8f-l+ f2
fo =

12h
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(b)

©

Ambil titik-titik x, = 1.3danx.; = 1.5, % = 1.9, danx, = 2.1, yang dalam hal ini x, =
1.7 terletak di pertengahannya.

- 8.166+ 8(6.686) - 8(4.482) +3.669
12(0.2)

5473 (4 angka benq)

f(1.7)

Orde O(h?):
Ambil titik-titik x; = 1.3 dan x; = 1.5, yang dalam hal ini xo = 1.4 terletak di
tengahnyadan h =0.1.

4.482- 3.669
f'(14) = = 4.065 4 angka ben
(1.4) —z(ﬁr (4ang a)

Untuk menghitung f '(1.3) digunakan rumus hampiran selisih-maju, sebab x = 1.3
hanya mempunyai titiktitik sesudahnya (mgu), tetapi tidak memiliki titiktitik sebelumnya
Sebdiknya, untuk menghitung nilai f '(2.5) di gunakan rumus hampiran selisih-mundur,
sebab x = 2.5 hanya mempunyai titik-titik sebelumnya (mundur).

Hampiran selish-maju :

fo' = M +0O(h)
h
£'(13) = 4.482- 3.669 _ 4.065
0.2
Hampiran selisih-mundur :
o=l liop
h
f(25) = 12.18(2)—29.974 - 11.04 -

364 Metode Numerik



7.9 Ekstrapolasi Richardson

Ekstrapolasi Richardson juga dapat diterapkan pada turunan numerik untuk
memperoleh solus yang lebih teliti. Misalkan D(h) dan D(2h) adalah hampiran f
'(Xo) dengan mengambil titik-titik masing-masing sejarak h dan 2h. Misalkan
untuk menghitung f (xo) digunakan rumus hampiran beda- pusat orde O(h?) :

o H D(h) = L/2h(f,-fy)+Oh?)
L - = fy + Ch®+ ... (P.7.18)
X]_ XO Xl
2h 2h D(2h) = — it (f,-f2)+O((2h)?)
— ~ - - 2(2h)

fy + C(2h)? + ...
fo +4Ch? + ... (P.7.19)

Kurangi persamaan (P.7.18) dengan persamaan (P.7.19), menghasilkan :
D(h) - D(2h) = -3Ch?
dari sini,
D(h)- D(2h)

c= = (P.7.20)

Sulihkan (P.7.20) ke dalam persamaan (P.7.18) :

[D(h)- D(2h)]h?

D(h) = fq + =
= f, - U3[ D(h) - D(2h) ]
atau
fy = D(h) + U3 [ D(h) - D(2h) ] (P.7.21)

Ekstrapolasi Richardson dapat diperluas penggunaannya untuk mendapatkan nilai
turunan fungsi yang lebih baik (improve). Berdasarkan persamaan (P.7.21) di atas
dapat ditulis aturan:
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1
2"-1

f, =D(h) + [D(h)- D(2h)] (P.7.22)

yang dalam hal ini n adalah orde galat rumus yang dipakai. Misalnhya digunakan
rumus hampiran selisih-pusat orde O(h?) dalam menghitung D(h) dan D(2h),
maka n = 2, sehingga rumus ekstrapolasi Richardsonnya adalah seperti pada
persamaan (P.7.21).

Catat juga bahwa setiap perluasan ekstrapolasi Richardson akan menaikkan orde
galat dari O(H") menjadi O(h™?) (lihat bahasan esktrapolas Richardson pada Bab
Integras Numerik).

Diberikan data dalam bentuk tabel sebagai berikut :
X f(X)
2.0 0.42298
2.1 0.40051
2.2 0.37507
2.3 0.34718
24 0..31729
25 0.28587
2.6 0.25337
2.7 0.22008
2.8 0.18649
2.9 0.15290
3.0 0.11963

Tentukan f '(2.5) dengan ekstrapolasi Ricahrdson bila D(h) dan D(2h) dihitung dengan
rumus hampiran selisih-pusat orde O(h”) sampai 5 angka bena.
Penyelesaian:
D(h) ® sdangtitik yang dipakai: [2.4,2.6] danh=0.1
X1=24, X%=25,%=26
(0.25337- 0.31729

D(h) = - fa = -0.31960
2h 2(0.1)

D(2h) ® sdangtitik yang dipakai: [2.3,2.7] danh=0.2
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Xp=23, X%=2.5%=27

Dh) = fo- f., _ (0.22008- 034719 _ 031775
2h 2(0.2)
D(4h) ® selangtitik yangdipakai: [2.1,2.9]danh=0.4
X4=21 %=25x=29
D(ah) = f,- f, _ (040051 015299 _ 030951
2h 2(0.4)

D(h% = -0.31960 dan D(2h) = -0.31775 keduanya dihitung dengan rumus orde
O(h%), makan = 2, sehingga
f'(2.5) = f,' =D(h) + 1/(2%- 1) [ D(h) - D(2h) ]
-0.31960 + 1/3 (-0.31960 + 0.31775)
-0.32022 ® mempunyai galat orde O(h*)

D(2h) = -0.31775 dan D(4h) = -0.30951 keduanya dihitung dengan rumus orde
O(h?), makan = 2, sehingga
f'(2.5) = f, = D(2h) + 1(2%- 1) [ D(2h) - D(4h) ]
-0.31775 + 1/3 (-0.31775 + 0.30951)
-0.32050 ® mempunyai galat orde O(h*)

D(2h) = -0.32022 dan D(4h) = -0.32050 mempunyai galat orde O(h*), maka

n = 4, sehingga
f'(25) =f, =D(2h) + 1/(2* - 1) [ D(2h) - D(4h) ]
= -0.32022 + 1/15 (-0.32022 + 0.32050)
=-0.32020 ® mempunyai galat orde O(h°)
Tabel Richardson :
h o(h?) o(h?) o(h°)
0.1 -0.31960
0.2 -0.31775 -0.32022
0.4 -0.30951 -0.32050 -0.32020
Jadi, f'(2.5) = -0.32020. n
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7.10 Terapan Turunan Numerik dalam
Bidang Pengolahan Citra

Citra (image) merupakan kumpulan elemen gambar (picture element = pixel) yang
secara kesduruhan merekam suatu adegan (scene) melaui pengindera visud (kamera)
[DUL96]. Citraintensitas ialah citra yang setiap pixel merekam intensitas cahaya
yang dipantulkan dari setiap titik di objek, misanya citra biner, graylevel, berwarna,
dan banyak-alur (multi-channel). Untuk kebutuhan pengolahan dengan komputer,
citra disgjikan ddam bentuk diskrit yang disebut citra digitd. Citra digita dapat
disgjikan oleh matriks f yang berukuran M~ N dengan bentuk:

éfn fio fin U
i f £, Y
f=€2 2 u (P.7.22)
e: : > u
e u
éfMl fm2 fMNO

Tiap elemen matriks adalah bilangan bulat dalam rentang [0..255] untuk citra 8
bit.

Sdlah satu proses yang terdgpat dalam pengolahan citra idah pendeteksian tepi. Tepi
merupakan feature yang penting pada suatu citra. Tepi didefiniskan sebagai
perubahan intensitas yang besar dalam jarak yang singkat. Perbedaan intensitas
inilah yang menampakkan rincian pada gambar. Tepi biasanya terdapat pada
batas antara dua daerah berbeda pada suatu citra. Tepi memberikan informasi
batas-batas objek dengan lingkungannya atau dengan objek yang lain, feature
untuk mengidentifikasi objek, dan untuk terapan penapisan citra.

Pendeteksian tepi merupakan langkah pertama untuk melingkupi informasi di
dalam citra. Tepi mencirikan batas-batas objek dan karena itu tepi berguna untuk
proses segmentasi dan identifikasi objek di dalam citra. Tujuan operasi
pendeteksian tepi adalah untuk meningkatkan penampakan garis batas suatu
daerah atau objek di dalam citra.

Salah satu pendekatamyang dipaka dalam pendeteksian sisi adalah dengan kemiringan
diferensial (differential gradient). Secara matematis perubahan intensitas yang
besar dalam jarak yang sangat singkat dapat dipandang sebagai suatu fungsi yang
memiliki kemiringan yang besar. Pengukuran kemiringan suatu fungsi dilakukan
dengan menghitung turunan pertamanya. Dalam citra digital, pendeteksian tepi

dapat dilakukan dengan cara yang mirip, yaitu dengan turunan pertamanya secara
parsial dalam ruang diskrit:
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& / xa

Nf(x,y)= a
&1 / fyd

éf.u
= 8. u (P.7.23)
&ty

yang dalam hal ini kedua turunan parsial didefinisikan sebagai

_ Tlxy) | fx+Dxy)- f(xY)

DY) = ! 2 (P.7.24)
_ 9flxy) o flxy+Dy)- f(x)

Di(y) fy Dy (P.7.25)

Biasanya Dx = Dy =1, sehingga persamaan turunan pertama menjadi:

D0 =TV - g1 y)- ()
Ix

D.(¥) =W= Fxy+D)- F(xY)
Yy

Kekuatan tepi pada setiap pixel citra dihitung dengan rumus:

Glf(xy)] =1 f°] + |, (P.7.26)
atau dengan rumus

Glf(xy)] = max (2], |f,?] (P.7.27)

Suatu pixel dianggap sebagai pixel sis jika kekuatan tepinya di atas nilai ambang
(threshold) tertentul.

D(x) dan D4( y) merupakan hampiran selisih-maju. Hampiran lain yang dipakai
adalah hampiran selisih-pusat, yaitu:

_ T (x,y)  f(x+Dx,y)- f(x- Dx,y)

D,(X) x » 2D (P.7.28)
_ ff(xy)  f(xy+Dy)- f(xy-Dy)
Dy(y) = Ty 2Dy (P.7.29)

Gambar 7.2 adalah contoh hasil deteksi semua tepi citra Lena, citra Camera, dan
citra botol.
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Gambar 7.2 Deteksi semua tepi citra Lena, camera, dan botol
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Operator lain yang digunakan untuk mendeteksi sisi adalah yang berdasarkan pada
operasi turunan kedua (Gambar 7.3), yang dikenal dengan operator Laplace
(Laplacian). Operator Laplace mendeteksi lokasi tepi lebih akurat khususnya
pada tepi yang curam.

f()

qf Mix

0% 11°

(a) Tepi landai (b) Tepi curam

Gambar 7.3 Operator Laplace

Pada Gambar 7.3, kurva pada baris pertama menunjukkan perubahan intensitas
suatu tepi. Baris kedua adalah turunan pertamanya, dan baris ketiga adalah turunan
keduanya. Kolom kiri (a) adalah untuk sisi yang landai sedangkan kolom (b) untuk
sisi yang curam. Dari Gambar 7.3 terlihat juga bahwa turunan kedua dari tepi
yang landai tidak terdapat persilangan-nol (zerro crossing), sedangkan pada tepi
yang curam terdapat persilangan-nol yang ditandai dengan titik (-). Persilangan-
nol ialah titik perubahan dari nilai positif ke negatif atau sebaliknya.

Jka digunakan hampiran sdish-mgju, maka operator Laplace diturunkan sebagai
berikut:
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I
™®> Ty’
D1(D1(x)) + D1( D4(y))

é Dy (f(x+ Dx,y) - Da(f(xy)) + % Dy(f(x, y + Dy) -

Di(f(x, ¥))
f(x+Dx+Dxy)- f(x+Dxy) flx+Dxy)- f(xy)a

1
Dx 1 Dx Dx

10y Drr D) 1oy Dy) 1huy+Dy)- 1)
Dy i Dy Dy
f(x+2Dx y)- 2f(x+Dx y)+ f(x,y)
(Dx)*
f (x, y+2Dy)- 2f(X,2y+D>’)+ f(xy) (P.7.30)
(oy)

Biasanya, Dx = Dx = 1 sehingga bentuk (P.7.30) menjadi Iebih sederhana. Gambar
7.4 memperlihatkan hasil pendeteksian tepi pada citra botol dengan operator
Laplace.

@ (b)

Gambar 7.4 (a) citra botol; (b) hasil pendeteksian tepi dengan operator Laplace
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Tidak ada hal besar yang terjadi dengan tiba-tiba, bahkan yang lebih banyak
daripada setangkai anggur atau sebutir buah ara sekalipun.

Perlu waktu. Mula-mulaia berbunga, kemudian menjadi buah,

dan akhirnya matang.

(Epictetus)

Soal Latihan
1. Jkaxo-h, X, X+ hi [a,b], perlihatkanlah
1
f()" = F (fl_ 2f0+ f_]_) + E

dan

E = - :]—f h? f,™ + ..

2. Jikaf adalah polinom dergjat tiga dan
fol = ao f_2+ aq f.1+ a f1+ A f2+ E
tentukan nilai-nilai tetapan a.,, a.1, a;, dan a,. Perlihatkan juga bahwa

E= L W+,
30

3. Diberikan tabel yang berisi titik-titik sebuah fungsi f :

X f(X)
1.000 0.54030
1.100 0.45360
1.198 0.36422
1.199 0.36329
1.200 0.36236
1.201 0.36143
1.202 0.36049
1.300 0.26750
1.400 0.16997

Bab 7 Turunan Numerik 373



(d Tentukannilai f'(1.2) danf"(1.2) untuk h = 0.1 dan h = 0.001 dengan rumus
hampiran selisih-pusat orde O(h?).

(b) Tabel di atas adalah tabel f(x) = cos(x). Bandingkan jawaban yang anda
peroleh dengan nilai sgjatinya.

Misalkan fy, = f '(Xo + h/2) adalah hampiran nilai turunan dengan rumus
selisih-pusat orde O(h?):

. - f
fip = lh 2 +O(h2)

(@) Perlihatkan bahwa galat pemotongan rumus tersebut adalah

1
- — h g+
24 °
(b) Hitung f'(1.5) jika diketahui hanyatitik -titik berikut:

(1.2, 0.8333), (1.4, 0.7143), (1.6, 0.6250), dan (1.8, 0.5556)
Gunakan empat angka bena.

Misalkan D(2h) dan D(4h) adalah hampiran f '(Xy) dengan lebar selang 2h dan
4h menggunakan rumus hampiran selisih-pusat orde O(h*). Turunkan rumus
ektrapolasi Richardson untuk menghitung perkiraan f '(Xy) yang lebih baik
adal ah:

[D(2n)- D(4h)

f'(x) = D(2h) + =

Kemudian tentukan hampiran f'(1.2) jika diketahui fungsinya f(x) = € dalam
selang [0.8, 1.6] dengan h = 0.1.
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