Bab 4

Solusi Sistem Persamaan Lanjar

Sayatidak dapat memastikan bahwa perubahan akan memperbaiki sesuatu, tetapi
saya dapat memastikan bahwa untuk menjadi

lebih baik sesuatu harus berubah

(George C. Lichtenberg)

Dalam praktek rekayasa, perilaku sistem dimodelkan dalam persamaan
matematika. Seringkali jumlah persamaan tersebut lebih dari satu dan harus
disdlesaikan secara serempak atau simultan. Di dalam Bab 3 sudah diberikan
contoh penyelesaian sistem dengan dua buah persamaan nirlanjar. Jika sistem
persamaan yang dihasilkan berbentuk aljabar lanjar (linier), maka diperlukan
teknik penyelesaian yang lain. Contoh di bawah ini memberi gambaran sistem
persamaan lanjar dalam bidang rekayasa sipil [CHA91].

Misalkan seorang insinyur Teknik Sipil merancang sebuah rangka statis yang
berbentuk segitiga (Gambar 4.1). Ujung segitiga yang bersudut 30° bertumpu pada
sebuah penyangga datis, sedangkan ujung segitiga yang lain bertumpu pada
penyangga beroda.

Rangka mendapat gaya eksternal sebesar 1000 pon. Gaya ini disebar ke seluruh
bagian rangka. Gaya F menyatakan tegangan atau kompresi pada anggota rangka.
Reaks eksterna (H,, V. , dan V3) adalah gaya yang mencirikan bagaimana rangka
berinteraksi dengan permukaan pendukung. Engsel pada simpul 2 dapat
menjangkitkan gaya mendatar dan tegak pada permukaan, sedangkan gelinding
pada simpul 3 hanya menjangkitkan gaya tegak.
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1000 pon

Gambar 4.1 Gaya-gaya pada rangka statis tertentu

Struktur jenisini dapat diuraikan sebagai sistem persamaan aljabar lanjar simultan.
Diagram gaya-benda-bebas diperlihatkan untuk tiap simpul dalam Gambar 4.2.

‘ I:1, \Y%
1 F
g - 1h
E—" \ /
Fs
FZ, v Fl F3 F3, v
)
H, 2 ]/‘6{ F, Fs ﬁ\ 3
Fsh
V2 V3

Gambar 4.2 Diagram gaya-benda-bebas untuk simpul-simpul rangka statis

Menurut hukum Newton, resultan gaya dalam arah mendatar maupun tegak harus

nol padatiap simpul, karena sistem dalam keadaan diam (statis). Oleh karena itu,
untuk simpul 1,

a Fy=0=-F;cos30° + F3cos 60° + Fy y,
é. FVZOZ'F]_S.nBOO' F39n600+ Fl,v
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untuk simpul 2,

a FH=O= F2+ F1COS30°+ F2,h+ H2
a FV=O= F]_S.n\?)oo- FZ,V+ V2

dan untuk simpul 3,

é. FH:0: 'Fz' F3C0$60°+ F3’h
a FV:O: F39n600+ F3,V+V3

Gaya 1000 pon ke bawah pada ssimpul 1 berpadanan dengan F; , = -1000,
sedangkan semua F; , dan F; ,, lainnya adalah nol. Persoalan rangka statis ini
dapat dituliskan sebagai sistem yang disusun oleh enam persamaan lanjar dengan
6 peubah yang tidak diketahui:

Fy =0=-F; cos 30° + F3 cos 60° + F; = -0.866F; + 0.5 F3
Fy=0=-F,;sn30° - F3sin60° + F; , = -0.5F; —0.866 F3 + 1000
Fh=0=F,+F;c0s30°+ F,, + H,=F, + 0.866F; + 0+ H,
FV:O: F]_S.n?)oo - F2'V+ V220.5 Fi +V,

Fy =0= -F, - F3C0$60° + F3,h: 'F2—0.5 F3
Fy=0=F33n60°+ F3,+ V;=0.866 F3+ V3

Qo Qo Qo Qo Qo Qo

Keenam persamaan di atas ditulis ulang kembali dalam susunan yang teratur
berdasarkan urutan peubah F1, F,, F3, Hp, V5, V3!

-0.866F; + 05F; =0
-0.5F; —0.866 F5 =-1000

'0866F1 - Fz - H2 =0

-05F; -V, =0

—-F, —05F; =0

-0.866 F5 -V; =0

atau dalam bentuk matriks;

é0866 O -05 0 O OuéFu é 0 u
é Ué-u é 1
& 05 O 086 0O O O i éF2 0 & 1000(J
60866 -1 0 -1 0 O@§F3(J € 0 u
é ué "ua=28 u
e - 05 0 0 0O -1 0 u eH 20 é 0 u
€ 0 1 0.5 0O 0 ouey,u € g u
é uaé “u é U
g 0 0 -086 0 0 -1gé8Vsg & O ¢
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Masalah yang ditanyakan adalah nilai Fi, F», F3, Ha, V5, dan V3 yang memenuhi
keenam persamaan tersebut secara simultan. Metode penyelesian sistem
persamaan lanjar seperti di atas merupakan pokok bahasan Bab 4 ini.

4.1 Bentuk Umum Sistem Persamaan Lanjar
Sistem persamaan lanjar (SPL) dengan dengan n peubah dinyatakan sebagai

A Xg + apXot ...+t apX, = bl
QA Xyt apXot ...+ apXn= bz

Au Xyt apXot ... + aX, = by, (P.4.2)

Dengan menggunakan perkalian matriks, kita dapat menulis (P.4.1) sebagai
persamaan matriks

Ax=b (P4.2)
yang dalam hal ini,

A = [a;] adalah matriks berukurann” n
x = [x] adalah matriks berukurann” 1
b = [Iyj] adalah matriks berukuran n” 1 (disebut juga vektor kolom)

yaitu
ea;; a, ap a, U éx;u ébu
e ue, u u
g1 8 Ay n g &2 832 a
€a; Ay Ay a,,U ex;U= ep,u
e’ ueé’a é’a
é- uUé-a é-u
Sanl anz an3 ann H 8XnH SJnH

Solusi (P.4.1) adalah himpunan nilai x;, X, ..., X, yang memenuhi n buah
persamaan. Metode penyelesaian sistem persamaan lanjar dengan determinan
(aturan Cramer) tidak praktis untuk sistem yang besar. Beberapa metode
penyelesaian praktis sistem persamaan lanjar yang kita bahas di sini adalah:

1. Metode eliminasi Gauss

2. Metode €liminasi Gauss-Jordan
3. Metode matriks balikan

4. Metode dekomposisi LU
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5. Metode |elaran Jacobi
6. Metode lelaran Gauss-Seiddl.

Wadaupun metode penydesaian SPL beragam, namun sebagian besar metode tersebut,
terutama metode 1 sampai 4, tetap didasarkan kepada metode yang paling dasar,
yaitu eliminasi Gauss. Metode eliminasi Gauss-Jordan, metode matriks balikan,
dan metode dekomposisi LU merupakan bentuk variasi lain dari metode eliminasi
Gauss. Sedangkan metode lelaran Jacobi dan metode lelaran Gauss- Seidel
dikembangkan dari gagasan metode |elaran pada solusi persamaan nirlanjar.

4.2 Metode Eliminasi Gauss

Metode ini berangkat dari kenyataan bahwa bila matriks A berbentuk segitiga
atas seperti sistem persamaan berikut ini

€d); ap 93 a;,, u expu ?blu
e ue, u u
60 ap ag anp eXen &2
€0 0 ag ag, U ex;U = eo, U
é. ué’a e’
é- aé‘a é‘u
g0 0 O a, b &, &,H

maka solusinya dapat dihitung dengan teknik penyulihan mundur (backward
substitution):

annxn:bn ® Xn :bn/ann

_ _ bn-l - ApynXp
i nXni+ 8%y =g ® Xpp= ——

An.1n-1

bn-2 = An2in-1 Xno1 T QnoonXp
Ano noXn2t Ano naXn1t Ao Xn = By ® X, = :

8y 2.2
dst.
Sekali Xn, Xn-1, X2y -y %+ diketahui, makanilai x, dapat dihitung dengan

Q
bk = a a.k]XJ
X = + k=n1,n2 .., 1danay?! 0. P.4.3)
kk
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Kondis ay ! 0 sangat penting, sebab bila ay - 0, persamaan (P.4.3) mengerjakan
pembagian dengan nol. Apabila kondisi tersebut tidak dipenuhi, maka SPL tidak
mempunyai jawaban.

Di dalam Bab 4 ini, kita menggunakan struktur data matriks untuk semua
algoritma yang dijelaskan nanti. Pendeklarasiannya adalah sebagai berikut ini:

(* KAMUS GLOBAL *)

const
n = ..; { ukuran matriks A}

type
matriks = array[1..n, 1..n] of real;
vektor = array[1l..n] of real;

var
{ larik/matri ks yang di gunakan untuk sistem Ax = b }
A matriks;
b : vektor;
X vektor;

Program 4.1 berikut berisi algoritma penyulihan mundur.

Program 4.1 Penyulihan Mundur

procedure Sulih_Mundur (A : matriks; b : vektor; n: integer;
var x : vektor);
{ Menghi tung sol usi sistem persanaan | anjar yang sudah berbentuk matriks
segitiga atas
K. Awal : A adal ah matri ks yang berukuran n °~ n, el emennya sudah terdefi ni si
harganya; b adal ah vektor kol omyang berukuran n =~ 1.
K. Akhir: x berisi solusi sistem persaman |anjar.

}
var
j, ki integer;
sigma: real;
begi n
x[n]:=b[n]/a[n,n];
for k:i=n-1 downto 1 do begin
si gma: =0;
for j:=k+1 to n do
sigma: =sigma + a[k, j] * x[j];
{endf or}
x[k]:= (b[K] - sigma )/a[k, Kk];
end;
end;
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[MAT92] Selesaikan sistem persamaan lanjar berikut dengan teknik penyulihan mundur

4X1'X2 +2X3+3X4 =20
2%+ Xz -4X, = -7
6x3+5x, = 4
3%, =6
Penyelesaian:
X, =6/3=2
Yo = (4- 5(2)=-1
6
_-7-7(-1)+4(2)=-4
Xp =
-2
o = 20+1(- 4)- 2-1)- 3(2)=3
b 4
Jadi, solusinyaadalah x = (3, -4, -1, 2)". n

Metode eliminasi Gauss pada prinsipnya bertujuan mentransformasi sistem Ax =
b menjadi sistem

Ux=y (P.4.49)
dengan U adalah matriks segitiga atas. Selanjutnya solusi x dapat dihitung
dengan teknik penyulihan mundur. Contohnya pada sistem dengan 4 persamaan

lanjar berikut (Elemen matriks A dan vektor kolom b disatukan dalam bentuk satu
bentuk matriks):

ay  ap az  au| b an a2 a3 g b,

Ay a»n am axu| by didiminas 0 an?  a?  a® | b

;1 ap ax ay| bg| menjadi[U,y] |0 0 a®  ay? | b?

an ap ag Ayl by 0 0 0 a® | b
[A, b] [U.y]

Tanda pangka (1), (2), (3) menunjukkan bahwa elemen matriks A telah berubah
satu kali, dua kali, dan tiga kali.
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Proses eliminasi terdiri atas tiga operasi baris elementer:

1. Pertukaran : Urutan dua persamaan dapat ditukar karena pertukaran

tersebut tidak mempengaruhi solusi akhir.

Penskalaan : Persamaan dapat dikali dengan konstanta bukan nol, karena
perkalian tersebut tidak mempengaruhi solusi akhir.

Penggantian : Persamaan dapat diganti dengan penjumlahan persamaan itu
dengan gandaan persamaan lain. Misalnya persamaan diganti dengan
selisih persamaan itu dengan dua kali persamaan lain; yaitu

baris := baris - m,, baris, (P.4.5)

Nila a , pada posisi (, r) yang digunakan untuk mengeliminas X, pada
barisr + 1, r + 2, ..., N dinamakan elemen pivot dan persamaan pada baris
ke-r disebut persamaan pivot [MAT92]. Ada kemungkinan pivot bernilai nol
sehingga pembagian dengan nol tidak dapat dielakkan. Tata-ancang eliminasi
yang tidak mempedulikan nilai pivot adalah tatancang yang naif (naive) atau
sederhana. Metode eliminasi Gauss seperti ini dinamakan metode eliminasi
Gauss naif (naive Gaussian elimination), karena metodenya tidak melakukan
pemeriksaan kemungkinan pembagian dengan nol. Pada metode eliminasi
Gauss naif tidak ada operasi pertukaran baris dalam rangka menghindari
pivot yang bernilai nol itu.

PIVOT: Critical, cardinal, or crucial factor
(Kamus Webster)

Selesaikan sistem persamaan lanjar dengan metode eliminasi Gauss naif:

2%+ 3%, - X3 =5
4X1 + 4X2 - 3X3 =3
'2X1+3X2 -X3 =1

Penyelesaian:

3 1|5 |R-“%HR[2 3 -1|5]| R-L,R| 2
4 4 -3|3 ~ 0 -2 -1]|-7 ~ 0o -2 -1/|-7
3 1|1 |R-%R|0 6 -2|6 0 0 -5[-15

Keterangan: (i) elemen yang dicetak tebal menyatakan pivot.

(ii) simbol “~" menyatakan operasi baris elementer .
(iii) R menyatakan baris (row) ke-i
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(iv) R,-*, R, artinyaelemen-eemen padabaris kedua dikurangi dengan
duakali elemen-elemen pada baris ke satul.

R, . 4 4 3 3
2R, : 4 6 -2 10 -
R -“hR: 0 -2 -1 -7 (menjadi elemen bariske-2)

Solusi sistem diperoleh dengan teknik penyulihan mundur sebagai berikut:

Bxz=-15 ® Xx3=3
2 -X3=-7T ® X,=(-7+3)/-2=2
2X1+3X2'X3:5 ® X1=(5+3'6)/2 :1

Jadi, solusinyaadalahx = (1, 2, 3)" m

Program 4.2 Metode Eliminasi Gauss Naif

procedure Elimnasi_Gauss_Naif(A : matriks; b : vektor; n:integer;
var x : vektor);
{ Menghitung solusi sistem persanman lanjar Ax = b
K. Awal : A adal ah matriks yang berukuran n °~ n, el enmennya sudah terdefi-
ni si harganya; b adal ah vektor kol om yang berukuran n =~ 1
K. Akhir: x berisi solusi sistem
}
var
i; k, j : integer;
m real;
begi n
for ki=1 to n-1 do{nulai dari baris pivot 1 sanpai baris pivot n-1}
begi n
for i:=(k+1) to n do {elimnasi mulai dari baris k+1 sanpai baris n}
begi n
m =a[i, k]/a[k, k]; {hitung faktor pengali}
for j:=k to n do {elimnasi elenen dari kol omk sanpai kol om n}
afi,jl:=ali,j] - nmra[k,j];
{endf or}
b[i]:=b[i] - mrb[K]; {elim nasi elenmen vektor b pada baris i}
end;
end;
Sul i h_Mundur (A, b, n, Xx); {dapat kan sol usi nya dengan tekni k penyulihan
mundur)
end;

Kelemahan eliminasi Gauss naif

Jika pivot a,, = 0, baris ke-k tidak dapat digunakan untuk memgeliminasi elemen
pada kolom p, karena terjadinya pembagian dengan nol. Oleh karena itu, pivot
yang bernilai nol harus dihindari dengan tata-ancang (strategy) pivoting.
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4.2.1 Tata-ancang Pivoting

Prinsip tata-ancang pivoting adalah sebagai berikut: jika a,,"® = 0, cari baris k
dengan &, * 0 dan k > p, lalu pertukarkan baris p dan baris k. Metode eliminasi
Gauss dengan tata-ancang pivoting disebut metode eliminasi Gauss yang
diperbaiki (modified Gaussian elimination).

Contoh 4.3

Sdlesaikan sistem persamaam lanjar berikut dengan metode €liminas Gauss yang
menerapkan tatancang pivoting.

X1 +2% +X3 =2
3X1 + 6X2 =9
2X1 + 8X2 + 4X3 =6

1 2 1 |2|R-%3WR |1 2 1|2|RORI|1 2 1]2

3 6 0 |9 ~ 0 0 -3|[3 (*) 0 4 2|2

2 8 4 |6|R-%WR |0 4 2|2 0 0 -3|3
operasi baris 1 operasi baris2

Setelah operasi baris 1, elemen a,, yang akan menjadi pivot pada operasi baris 2 ternyata
sama dengan nol. Karena itu, pada operasi baris 2, elemen baris 2 dipertukarkan dengan
elemen baris 3. Tanda (*) menyatakan pertukaran baris terjadi akibat proses pivoting.
Sekarang elemen a, = 41 0 sehingga operasi baris lementer dapat diteruskan. Tetapi,
karena matriks A sudah membentuk matriks U, proses eiminas sdesai. Solusinya

diperoleh dengan teknik penyulihan mundur, yaitu x; =-1, x, =1, dan x; = 1.
[

Melakukan pertukarkan baris untuk menghindari pivot yang bernilai nol adalah
cara pivoting yang sederhana (simple pivoting). Masalah lain dapat juga timbul
bila elemen pivot sangat dekat ke nol, karena jika elemen pivot sangat kecil
dibandingkan terhadap elemen lainnya, maka galat pembulatan dapat muncul
[CHA91L]. Ingatlah kembali bahwa kita bekerja dengan mesin (komputer) yang
beroperasi dengan pembulatan bilangan riil. Jadi, disamping menghindari
pembagian dengan nol, tatancang pivoting dapat juga diperluas untuk mengurangi
galat pembulatan.
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Ada dua macam tatancang pivoting:

1. Pivoting sebagian ( partial pivoting)

Pada tatancang pivoting sebagian, pivot dipilih dari semua elemen pada kolom
p yang mempunyai nilai mutlak terbesar,

[ ax,pl=max{lappl [Bp+1pls---s Bon-1plslEnplt

lalu pertukarkan baris ke-k dengan baris ke-p. Misalkan setelah operasi baris
pertama diperoleh matriksnya seperti yang digambarkan pada matriks di
bawah ini. Untuk operasi baris kedua, carilah elemen x pada kolom kedua,
dimulai dari baris ke-2 sampai baris ke-4, yang nilai mutlaknya terbesar, lalu
pertukarkan barisnya dengan baris kedua. Elemen x yang nilai mutlaknya
terbesar itu sekarang menjadi pivot untuk operasi baris selanjutnya.

X X X X X
0 X X X X
0 X X X X
0 X X X X
|, Cari [x| terbesar, lalu pertukarkan

barisnya dengan baris ke-2

Perhatikanlah bahwa teknik pivoting sebagian juga sekaligus menghindari
pemilihan pivot = O (sebagaimana pada simple pivoting) karena O tidak akan
pernah menjadi elemen dengan nilai mutlak terbesar, kecuali jika seluruh
elemen di kolom yang diacu adalah 0. Apabila setelah melakukan pivoting
sebagian ternyata elemen pivot = 0, itu berarti sistem persamaan lanjar tidak
dapat diselesaikan (singular system).

2. Pivoting lengkap (complete pivoting)

Jika disamping baris, kolom juga diikutkan dalam pencarian elemen terbesar
dan kemudian dipertukarkan, maka tatancang ini disebut pivoting lengkap.
Pivoting lengkap jarang dipakai dalam program sederhana karena pertukaran
kolom mengubah urutan suku x dan akibatnya menambah kerumitan program
secara berarti [CHA91].
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Dengan menggunakan empat angka bena, selesaikan sistem persamaan berikut dengan

metode eliminasi Gauss:

0.0003x, + 1.566x, = 1.569
0.3454x, - 2.436x, = 1.018

(a) tanpatatancang pivoting sebagian (Gauss naif)
(b) dengan tatancang pivoting sebagian (Gauss yang dimodifikas)

(Perhatikan, dengan 4 angka bena, solusi sgjatinyaadalah x; = 10.00 dan x, = 1.00}

Penyelesaian:
(a) tanpatatancang pivoting sebagian:

1.569
1.018

Operas baris pertama (0.0003 sebagai pivot):

R, - 0.3454R;
0.0003

0.0003 1.566
0.3454 -2.436

R2 - = R2 -1151 Rl

(tanda “~ " berarti “diis” atau “diganti dengan™)
Jadi,
an»0

Ay » -2.436- (1151)(1.566) » -2.436 - 1802 » -1804
b, » 1.018- (1151)(1.569) » 1.018- 1806 » -1805

0.3454 -2.436| 1.018 0 -1804

[0.0003 1.566 ‘ 1.569] R,-1151R, I:o.ooo3 1.566

Solusinya diperoleh dengan teknik penyulihan mundur:
X, =-1805/-1804 = 1.001

. — 1:569- (1566)(1.001) _ 1.569- 1.568 _ 0.001
' 0.0003 0.0003 0.0003

(jauh dari solus sejati)

1.569
-1805

=3.333

Jadi, x = (3.333, 1.001)". Solusi ini sangat jauh berbeda dengan solusi sgjatinya
Kegagdan ini terjadi karena | ay; | sangat kecil dibandingkan ki»|, sehingga galat
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(b)

pembulatan yang kecil pada x, menghasilkan galat besar di x,. Perhatikan juga bahwa
1569 - 1.568 adalah pengurangan dua buah bilangan yang hampir sama, yang
menimbulkan hilangnya angka bena pada hasil pengurangannya (loss of
significance).

dengan tata-ancang pivoting sebagian

Baris pertama dipertukarkan dengan baris kedua sehingga 0.3454 menjadi pivot
1.018
1.568

0.3454 -2.436
0.0003 1.566

1.018 | Ry- %%/ .0, R, | 0.3454 -2.436
1.569 0 1568

Dengan teknik penyulihan mundur diperoleh
X, = 1.568/1.568 = 1.000

« = 1018- (- 2.436)(1.000)
! 0.3454

=10.02 (lebih baik daripada solusi (a))

Jadi, solusinya addah x = (10.02, 1.000)" , yang lebih baik daripada solusi (a).

Keberhasilan ini karena jpy4| tidak sangat kecil dibandingkan dengan Ja,,|, sehingga

galat pembulatan yang kecil padax, tidak akan menghasilkan galat yang besar pada x;.
]

Contoh 4.5

Dengan menggunakan empat angka bena, selesaikan sistem persamaan berikut ini dengan
metdoe eliminasi Gauss:

@
(b)

1.133x, + 5.281x, = 6.414
24.14%, - 1.210%, = 22.93

tanpa tatancang pivoting sebagian (Gauss naif)
dengan tatancang pivoting sebagian

(Perhatikan, dengan 4 angka bena, solusi sgjatinyaadalah x; = X, = 1.000)

Penyelesaian:

(a) tanpatatancang pivoting sebagian
1.133 5281 |6.414 | R- (*"/ ;)R | 1133 5281 | 6.414
2414 1.210 |22.93 ~ 0 -113.7 |-1138

Solusinya diperoleh dengan teknik penyulihan mundur:
X, =-113.8/-113.7=1.001
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_ 6.414- (5.281)(1.001)

Xy = = 0.9956
1133

Jadi, x = (0.9956, 1.001)". Solus ini kurang teliti dibandingkan dengan solusi
sgatinya

(b) dengan tatancang pivoting sebagian
Baris ke-1 dipertukarkan dengan baris ke-2, sehingga 24.14 menjadi pivot.

2414 1.210 22.93
5.338

1133 5.281

2293 | Ry- )R | 2414 -1.210
6.414 0 5.338

Dengan teknik penyulihan mundur, solusinya adalah
X, =5.338/5.338 = 1.000

_ 2293+ (1.210)(1.000)

.= =1.000
24.14

Jadi, x = (1.000, 1.000)". Solusi ini tepat sama dengan solusi sgjatinya, jadi lebih bak
danpadasol us (a) di atas.

Contoh 4.4 dan Contoh 4.5 di atas memperlihatkan bahwa dengan tatancang
pivoting sebagian galat pembulatan dapat dikurangi. Contoh lainnya untuk sistem
dengan tiga persamaan berikut:

0 2 0 1 0 6 1 -6 -5 6| R- R

2 2 3 2[2|ROUR, |2 2 3 2|-2| R-%%R

4 -3 0 1f-7 (*) 4 3 0 1|-7 ~

6 1 -6 -5 6 0o 2 0 10

6 1 6 -5 6 6 1 6 -5 6

0 1.6667 53666 [-4 |[R,U Ry|] O -3.6667 4 4.3333] 11 |dst...
0 -3.6667 4 4.333 |-4 *y | 0 16667 5 3.6667| -4

0 2 01 0 0 2 0 1 0

Metode eliminasi Gauss yang diperbaiki (tidak naif) adalah metode eiminasi Gauss
yang melibatkan operasi pertukaran baris dalam rangka memilih elemen pivot
dengan nilai mutlak terbesar. Program 4.3 berikut berisi algoritma eliminasi
Gauss yang diperbaiki.
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Program 4.3 Metode Eliminasi Gauss yang diperbaiki (dengan tatancang pivoting)

procedure Elimnasi_Gauss(A : matriks; b : vektor;
var x : vektor);

{ Menghi tung sol usi sistem persamaan |anjar Ax = b dengan netode elim nasi
Gauss yang di perbai ki .

K. Anal : A adalah matriks yang berukuran n “ n,

n:integer;

el emennya sudah terdefinisi
har ganya; b adal ah vektor kol omyang berukuran n =~ 1
K. Akhir: x berisi solusi sistem Jika tidak ada solusi yang unik, vektor
x diisi dengan nilai -9999

}
var
i, k, j, r, s, t : integer;
m tanpung, pivot : real;
si ngul ar : bool ean; { true jika SPL tidak menmpunyai solusi }
begi n
k: =1; singular:=fal se;
whil e (k<=n-1) and (not singular) do
begi n
{cari elenen pivot dengan nilai nutlak terbesar}
pivot:=a[k, k]; r:=k; {baris pivot}
for t:=k+1 to n do {bandi ngkan dengan el emen pada baris k+1 ..n}
if ABS(a[t,k]) > ABS(pivot) then
begi n
pivot:=a[t,k]; r:=t;
end {if} ;
{jika pivot=0 naka matriks A singular. Proses dihentikan}
if pivot = 0 then { atau hampir nol, gunakan suatu epsilon }
singul ar: =true
el se
begi n
if r >kthen {jika pivot tetap pada baris k, tidak ada
per t ukaran}
begi n
{pertukarkan baris k dengan baris r di nmatriks A}
for s:=1 to n do
begi n
tanmpung: =a[k,s]; a[k,s]:=a[r,s]; a[r,s]:=tanmpung;
end;
{pertukarkan juga b[k] dengan b[r]}
tanpung: =b[k]; b[k]:=b[r]; b[r]:=tanpung;
end {if} ;
for i:=(k+1l) to n do {elimnasi dari baris k+1 sanpai
baris n}
begi n
m =a[i, k]/a[k, k]; {hitung faktor pengali}
for j:=k to n do {elinminasi dari kolom k sanpai kol om n}
ali,j]:=a[i,j] - nmra[k,j];
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{endf or}
b[i]:=b[i] - mFb[K]; {elimnasi vektor b pada baris i}
end {for} ;
end {if} ;
k: =k+1;
end {while};
{ k = n or singular }

if not singular then
Sul'i h_Mundur (A, b, n, x); {dapatkan sol usi nya dengan tekni k penyuli han

mundur)
el se
{ solusi tidak ada, tetapi vektor x harus tetap diisi }
for i:=1 to n do
x[i]:=-9999;
{endf or}
{endif}

end

Untuk hasil terbaik, penerapan tatancang pivoting dan penggunaan bilangan
berketelitian ganda dapat mengurangi galat pembulatan.

Pertukaran elemen baris, sebagai akibat dari pemilihan pivot, memakan waktu,
khususnya pada SPL yang berukuran besar. Waktu pertukaran ini dapat dikurangi
bila elemen-elemen baris tidak benar-benar ditukar secara aktual. Urutan baris
dicatat di dalam larik BAR[ 1..n]. Pertukaran yang dikerjakan hanyalah
pertukaran elemen larik BAR. Pada mulanya larik BAR berisi indeks baris
matriks:

for i:=1to n do BAR[i]:=i;
Elemen matriks diacu sebagai
ALBAR[i ], K]
Maka, pertukaran baris k dan baris r dikerjakan sebagai

tampung: =BAR[ r ] ;
BAR[ r]: =BAR[ k] ;
BAR[ k] : =t armpung;

4.2.2 Penskalaan

Sdlain dengan pivoting sebagian, penskalaan Ecaling) juga dapat digunakan untuk
mengurangi galat pembulatan pada SPL yang mempunyai perbedaan koefisien
yang mencolok. Situasi demikian sering ditemui dalam praktek rekayasa yang
menggunakan ukuran satuan yang berbeda-beda dalam menentukan persamaan

Bab4 Solus Sistem Persamaan Lanjar 141



simultan. Misanya pada persoadlan rangkaian listrik, tegangan listrik dapat
dinyatakan dalam satuan yang berkisar dari mikrovolt sampai kilovolt. Pemakaian
satuan yang berbeda-beda dapat menuju ke koefisien yang besarnya sangat
berlainan. Ini berdampak pada galat pembulatan, dan karena itu mempengaruhi
pivoting [CHA91]. Dengan penskalaan berarti kita menormalkan persamaan. Cara
menskala adalah membagi tiap baris persamaan dengan nilai mutlak koefisien
terbesar di ruas kirinya. Akibat penskalaan, koefisien maksimum dalam tiap baris
adalah 1. Cara menskala seperti ini dinamakan dengan menor malkan SPL.

Selesaikan sistem persamaan lanjar berikut sampai 3 angka bena dengan menggunakan
metode eliminasi Gauss yang menerapkan penskal aan dan tanpa penskal aan:

2%, + 100000 x, = 100000
X, + X, = 2

(Solus sgatinya dalam 3 angka bena adalah x; = x, =1.00)

Penyelesaian:
(i) Tanpapenskalaan:

2 100000 | 100000 R,-1/2R | 2 100000 100000
1 1 2 0 -50000 -50000
Solusinya adalah
Xo = 1.00
X, =0.00 (salah)

(ii) Dengan penskaaan :

2%, + 100000x, = 100000
X1 Xo = 2

: 100000
1

0.00002 x;+x =1
X1+ X =2

0.00002 11| RU RJ|1 12| ~11 1] 2

1 1|2 (*) [0.00002 1|1 0 1 1[.00
Solusinya,

X, =1.00

X, =1.00 (benar)

yang sesua dengan solusi sgjati. Contoh di atas juga memperlihatkna bahwa penskalaan
dapat mengubah pemilihan pivot. [ |
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4.2.2 Kemungkinan Solusi SPL

Tidak semua SPL mempunyai solusi. Ada tiga kemungkinan solusi yang dapat
terjadi pada SPL:

(@) mempunyai solusi yang unik,

(b) mempunyai banyak solusi, atau
(c) tidak ada solusi sama sekali.

Dengan grafik, ketiga kemungkinan solusi ini diperlihatkan oleh tiga SPL dengan
dua persamaan berikut [NAK92]:

(i) x+ y=1
2X+2y=2
(i) x+y=1
-X+y=0
(i) x+y=1
2x-y=0

Grafik ketiga SPL diperlihatkan pada Gambar 4.3. Grafik pertama
memperlihatkan bahwa kedua persamaan berimpit pada satu garis lurus.
Solusinya terdapat di sepanjang garis tersebut (banyak solusi). Grafik kedua
memperlihatkan kedua persamaan menyatakan dua garis yang sgjgjar. Tidak ada
perpotongan kedua garis tersebut (tidak ada solusi). Sedangkan pada grafik ketiga,
kedua persamaan berpotongan pada sebuah titik (solusinya tunggal atau unik).

Solusi banyak Tidak adasolusi Solusi unik

Gambar 4.3 Kemungkinan solusi sistem persamaan lanjar
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Untuk SPL dengan tiga buah persamaan atau lebih (dengan tiga peubah atau lebih),
tidak terdapat tafsiran geometrinya (tidak mungkin dibuat ilustrasi grafisnya) seperti
pada SPL dengan dua buah persamaan. Namun, kita masih dapat memeriksa
masing-masing kemungkinan solusi itu berdasarkan pada bentuk matriks akhirnya.
Agar lebih jelas, tinjau contoh pada SPL yang disusun oleh tiga persamaan.

1. Solusi unik/tunggal

1 1 1 0 Eliminasi 1 1 1 0
2 3 1 1 Gauss 0 1 -1 1
3 1 2 1 0 0 -3 3

Solusi: x;=1,%=0,%x3= -1

2. Solusi banyak/tidak terhingga

1 1 2 4 Eliminasi 1 1 2 4
2 -1 1 2 Gauss 0 -3 -3 | -6
1 2 3 6 0 0 0 0

Perhatikan hasil eliminasi Gauss pada baris terakhir. Persamaan yang bersesuaian
dengan baris terakhir tersebut adalah

Ox; +0x, + Ox3 =0
yang dipenuhi oleh banyak nilai x. Solusinya diberikan dalam bentuk parameter:

Misakan Xx3= Kk,
maka X, = -6 + 3k dan x; = 10 - 5k, dengankl R.
Terdapat tidak berhingga nilai k, berarti solusi SPL banyak sekali.

3. Tidak ada solusi

1 1 2 4 Eliminasi 1 1 2 4
2 -1 1 2 Gauss 0 -3 -3 -6
1 2 3 7 0 0 0 1
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Perhatikan hasil eliminasi Gauss pada baris terakhir. Persamaan yang bersesuaian
dengan baris terakhir tersebut adalah

Ox;+0x, + Ox3=1
yang dalam hal ini, tidak nilai x; yang memenuhi, i =1, 2, 3

Bentuk akhir matriks setelah eliminasi Gauss untuk ketiga kemungkinan solusi di
atas dapat digambarkan sebagai berikut:

Q 03 0
E ™ N ; .
: 1 \\\\\ E .
N \\ \
. \\ i
R 0 R 00 O 0
Solusi unik Solus banyak Tidak ada solusi

Kitarangkum “pertanda’ kemungkinan solusi SPL di bawah ini:

1. Jkapadahasil eliminasi Gauss tidak terdapat baris yang semuanya bernilai O
(termasuk elemen pada baris yang bersesuaian pada vektor kolom b), maka
solusi SPL dipastikan unik.

2. Jika pada hasil eliminasi Gauss terdapat paling sedikit satu baris yang
semuanya bernilai 0 (termasuk elemen pada baris yang bersesuaian pada
vektor kolom b), maka SPL mempunyai banyak solusi.

3. Jikapadahasil eliminasi Gauss terdapat baris yang semuanya bernilai O tetapi
elemen pada baris yang bersesuaian pada vektor kolom b tidak 0, maka SPL
tidak mempunyai solusi.

Program eliminasi Gauss harus dapat menangani ketiga kemungkinan solusi
tersebut.
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4.3 Metoda Eliminasi Gauss-Jordan

Metode eliminasi Gauss-Jordan merupakan variasi dari metode eliminasi Gauss.
Dalam hal ini, matriks A dieliminasi menjadi matriks identitas I. Di sini tidak
diperlukan lagi teknik penyulihan mundur untuk memperoleh solusi SPL.
Solusinya langsung diperoleh dari vektor kolom b hasil proses eliminasi.

AX=Db ® Ix=D

Dalam bentuk matriks, eliminasi Gaus-Jordan ditulis sebagai

i ad;n A i3 ... A b, ] _1 0 0...0 b, ]
a1 ax Ayz ... Ao b, 0 1 0..0 b,'
d3; azx dzz ... dap b3 0 0 1...0 b3'

[ a1 an az ... am bn_ _O 0 0..1 bn'_

Solusinya: X1 =D,
X2 =b
%= by

Seperti pada metode eliminasi Gauss naif, metode eliminasi Gauss-Jordan naif
tidak menerapkan tata-ancang pivoting dalam proses eliminasinya.

Program 4.4 Metode Eliminasi Gauss-Jordan Naif

procedure Elinminasi_Gauss_Jordan_Naif(A : matriks; b: vektor; n:integer;
var x : vektor);
{ Menghitung solusi sistem persanman |anjar Ax = b dengan netode el i m nasi
Gauss- Jor dan.
K. Awal : A adal ah matri ks yang berukuran n °~ n, el emennya sudah terdefi ni si
harganya; b adal ah vektor kol omyang berukuran n =~ 1
K. Akhir: x berisi solusi sistem

var
i; k, j : integer;
m tanpung: real;
begi n
for ki=1 to n do
begi n
tanmpung: =a[ k, k] ;
for j:=1 to n do {bagi elenen baris k dengan a[k, k]}
alk,j]l:=a[k,j]/tanpung;
{endf or}
b[ k] : =b[ k] / t anpung; {jangan lupa b[k] juga dibagi dengan a[k,k]}
for i:=1to n do {elimnasi elenen baris i s/d baris n, itk}
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begi n
if i<>k then
begi n
m=a[i,K];
for j:=1ton do {elimnasi elenen dari kolom1l s/d kol om n}
afi,jl:=ali,j] - nmra[k,j];
{endfor}
b[i]:=b[i] - mb[k]; {elimnasi elenmen vektor b pada baris i}
end;
end;
end;
{Sol usi |angsung di dapat dari vektor kol om b}
for i:=1to n do x[i]:=b[i];
end;

Seperti halnya metode eliminasi Gauss, tatancang pivoting dan penskalaan juga
dapat diterapkan pada metodaini untuk memperkecil galat pembulatan.

[CHA9L] Selesaikan sistem persamaan lanjar di bawah ini dengan metode eliminasi
Gauss- Jordan.

3Xl - 01X2 - 0.2X3 =7.85
O.lX]_ + 7X2 - O.3X3 =-19.3
0.3%, - 02, + 10x,= 714

Penyelesaian:

3 -01 -02]785|R/3]1 -0.0333333 -0.0666667 |2.61667

01 7 -03|-193| ~ |01 7 -0.3 -19.3
03 -02 100|714 03 -02 10 71.4
R -01R1 1 -0.0333333 -0.0666667 2.61667
R;- 0.3R1l 0 7.00333 -0.2933333 -19.5617
~ 0 -0.190000 10.0200 70.6150
R,/7.00333 |1 -0.0333333 -0.0666667 2.61667
0 1 -0.0418848 -2.79320
0 -0.190000 10.0200 70.6150
R; - (-0.003333)R, 1 0 -0.0680629 2.52356
R; - (-0.190000)R, 0 1 -0.0418848 -2.79320
0 0 10.01200 70.0843

Bab4 Solus Sistem Persamaan Lanjar 147



R;/10.0200 |1 0 -0.0680629 2.52356
0 1 -0.0418848 -2.79320
0 0 1 7.00003
R; - (-0.0680629) R, 1 0 0 3.00000
R, - (-0.0418848) R, 0 1 0 -2.50001
0 0 1 7.00003
Solusi: x; = 3.00000
X, =-2.50001
Xz = 7.00003 [ ]

Penydlesaian SPL dengan metode eliminasi Gauss-Jordan membutuhkan jumlah
komputasi yang lebih banyak daripada metode eliminasi Gauss. Karena alasan
itu, metode eliminasi Gauss sudah cukup memuaskan untuk digunakan dalam
penyelesaian SPL. Namun metode eliminasi Gauss-Jordan merupakan dasar
pembentukan matriks balikan yang akan dibahas di bawah ini.

Matriks Balikan (inverse matrices)

Matriks balikan, A, banyak dipakai dalam pengolahan matriks. Misalnya dalam
pengukuran statistik, pencocokan fungsi pada data hasil pengamatan
menggunakan metode kuadrat terkecil (least square). Di sini, nilai A*
memberikan informasi tentang galat mutlak yang dikandung data. Selain itu,
matriks balikan juga dapat dipakai untuk menghitung solusi sistem persamaan
lanjar (akan dibahas pada metode matriks balikan). Akan ditunjukkan juga bahwa
matriks balikan dapat diperoleh dengan metode eliminasi Gauss-Jordan. Tetapi
sebelum membahasnya, ingatlah kembali cara menghitung matriks balikan untuk
matriks 2~ 2.

Untuk matriks 2~ 2,

éay; @,

A=
(S)
@'Zl a22

u
u
u

matriks balikannya adalah
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1 éa - U
-1 _ € dx 2
A 8

=@ g o+ 8udy -apéxn* 0.
Q185 - 85 & Ay &,

Nilal apja, - anags ini disebut determinan. Determinan dilambangkan dengan
dua buah garis tegak (] |). Lebih jauh tentang determinan ini akan dijelaskan pada
bagian lain bab ini. Bila determinan A = 0, matriks A tidak mempunya balikan,
sehingga dinamakan matriks singular. Sistem persamaan lanjar yang mempunyai
matriks A singular (sistem singular) tidak mempunyai solusi yang unik, yaitu
solusinya banyak atau solusinya tidak ada.

Untuk matriks n = n, matriks balikannya dapat diperoleh dengan metode
eliminasi Gauss-Jordan, yaitu:

[AG 1] SimndG-d ) aATY

a1 ap ...ay1 0 ... 0 1 O ...O| pu P2 -~ Pm
a1 ax»p ..a 0 1 . 0 0 1 ..0 P21 P22 ... Pon
Ay ap ... &, 0O 0 ..J]1 0O 0 ..1 Pt P2 .- P
A | | Al
Contoh 4.8

Tentukan matriks balikan dari matriks A berikut

1 -1 2
A= 3 0 1
1 0 2
Penyelesaian:
1 -1 2 1 0 O|R3R|1 -1 2 1 0 O
3 0 1 0 1 0O ~ 0 3 513 1 0
1 0 2 0 0 1| R-R|JO 1 O 1 0 1
1 0 O 0 04 -02
~.~]10 1 O -1 0 1
0 0 1 0 -05 06
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Jadi, matriks balikan dari A adalah

0 04 -02
Al=] -1 0 1 n
0 -05 06

Penerapan tata-ancang pivoting dan penggunaan bilangan berketelitian ganda
dapat memperbaiki hasil matriks balikan.

4.4 Metode Matriks Balikan

Misalkan A adalah matriks balikan dari A. Hasil kali A dengan A menghasilkan
matriks identitas |,

AAT = ATA= | (P.4.6)
Bila matriks A dikalikan dengan | akan menghasilkan matriks A sendiri,
Al=1A=A (P.4.7)

Berdasarkan dua kesamaan di atas, sistem persamaan lanjar AX = b dapat
diselesaikan sebagai berikut:

Ax=b
AlAx=A'b {kalikan kedua ruas dengan A}
I x=A"b
x=A'b (P.4.8)

Jadi, penyelesaian sistem persamaan lanjar Ax = b adalah x = A" b dengan syarat
A' ada. Cara penyelessian dengan mengalikan matriks A' dengan b itu
dinamakan metode matriks balikan. Tetapi, penyelesaian dengan SPL metode
matriks balikan tidak lebih mangkus daripada metode eliminasi Gauss, sebab
lebih banyak proses komputasi yang dibutuhkan. Metode matriks balikan baru
mangkus bila digunakan untuk penyelesaian sgjumlah SPL dengan matriks A
yang sama tetapi dengan vektor kolom b yang berbeda-beda:

Ax = b|
Ax = b||
AX = by
.. dst
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Sekali A telah diperoleh, maka ia dapat dipakai untuk menyelesaikan sejumlah
SPL tersebut.

Contoh 4.9

Selesaikan sistem persamaan lanjar
X1-% +2%3 = 5
3X1 + X3 = 10
X1 +2%x3 = 5

dengan metode matriks balikan.

Penyelesaian:
1 -1 2] 10 0| R3R, |1 -1 2 1 0 O
301|010 ~ 0 3 -5 3 1 0
10 2|0 0 1| R-R |0 1 0 -1 0 1
1 0 O 0 04 -02
~.~]0 1 o0 -1 0 1
0 0 1 0 -02 06
A
Solusinyaadalah x = A b.
X1 0O 04 -02 |5 0 + 4 -1 3
[=]-1 0o 1|10l =5 + 0 + 5[ =]{0 [
X3 0 -02 06| |5 0 - 2+ 3 1

Perlu diperhatikan, apabila selama pembentukan matriks balikan terdapat proses
pivoting (pertukaran baris), baris-baris pada b juga harus dipertukarkan.

4.5 Metode Dekomposisi LU

Jka matriks A non-singular maka ia dapat difaktorkan (diuraikan atau di-
dekomposisi) menjadi matriks segitiga bawah L (lower) dan matriks segitiga atas
U (upper):

A=LU (P.4.9)
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Daam bentuk matriks, pemfaktoran ini ditulis sebagai

1 A A3 ... A 1 0O 0 ..0 Uj1 Upp Uz ... Ugp
dy; dyp Az ... Ao [ 2 1 0 ..0 0 Uy Upz ... Uy,
A3 dgp dAzz ... Az = la1 I 1 ... 0 0 0 Uz ... Ugy
am 92 anz ... m Inl In2 |n3 1 0 0 0 Unn

Pada matriks segitiga bawah L, semua elemen diagonal adalah 1, sedangkan pada
matriks U tidak ada aturan khusus pada elemen diagonalnya’.

Sebagai contoh, matriks 3~ 3 di bawah ini difaktorkan menjadi :

@ 1w ao0me -1 -u

P

Metode pemfaktoran A mengjdi L dan U akan dijelaskan kemudian. Sekali A
difaktorkan menjadi L dan U, kedua matriks tersebut dapat digunakan untuk
menyelesaikan Ax = b. Metode penyelesaian SPL dengan cara ini dikenal dengan
nama metode dekomposiss LU. Metode ini dinamakan juga metode
pemfaktoran segitiga (triangular factorization). Nanti akan ditunjukkan bahwa
metode elimnais Guuss merupakan suatu dekomposisi LU dari matriks A.

Penyelesaian Ax = b dengan metode dekomposisi LU adalah sebagai berikut.
Tinjau sistem persamaan lanjar

Ax=b

Faktorkan A menjadi L dan U sedemikian sehingga
A=LU

Jadi,

AX =b
LUx=b (P.4.10)

! Pada beberapa buku, yang tertera adalah kebalikannya: semua elemen diagona dari matriks U
adalah 1, sedangkan elemen diagonal matriks L bebas. Hal ini tidak masalah sebab jika L dan U
dikalikan, hasilnya tetap sama dengan matriks A.
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Misalkan

Ux (P.4.11)

I
<

maka
Ly=b (P.4.12)

Untuk memperoleh vy, V,,..., Vn , kita menggunakan teknik penyulihan maju
(forward substitution) :

1 (1) 8 % ;1 _ El diperoleh vy, V...,
Ly=bh ® | % 2 2 yn dengan teknik
......... vul han maid
o o hs oo 1] [ v by peny A

Dan untuk memperoleh solusi SPL, X;, X..., X, Kita menggunakan teknik
penyulihan mundur (backward substitution):

Ujp U Uz ... Ujpp Y1 b, di perOI eh
Ux=y ® 0 Ux Ux ... Uxp Y2 | =| b2 X1y X2, +oes Xn

: — dengan teknik

O 0 O .. Un Y b, penyulihan

mundur

Jadi, langkah-langkah menghitung solusi SPL dengan metode dekomposi LU dapat
diringkas sebagai berikut:

1. Bentuklah matriks L dan U dari A
2. Pecahkan Ly = b, lalu hitung y dengan teknik penyulihan maju
3. Pecahkan Ux =y, lalu hitung x dengan teknik penyulihan mundur

Sama halnya dengan metode matriks balikan, metode dekomposisi LU akan
mangkus bila digunakan untuk menyelesaikan sgiumlah SPL dengan matriks A
yang sama tetapi dengan b berbedabeda. Sekali A difaktorkan menjadi L dan U,
keduanya dapat digunakan untuk menghitung solusi sejumlah SPL tersebut.
Metode dekomposisi LU merupakan metode yang paling populer untuk
memecahkan sistem persamaan lanjar.
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Terdapat dua metode untuk memfaktorkan A atas L dan U:

1. Metode LU Gauss.
2. Metode reduks Crout.

Masing-masing metode pemfaktoran kita bahas di bawah ini.

45.1 Pemfaktoran dengan Metode LU Gauss

Walaupun tidak ada hubungannya dengan dekomposis LU, metode elimianasi Gauss
dapat digunakan untuk memfaktorkan A menjadi L dan U (karena itulah metode
pemfaktoran ini kita namakan metode LU Gauss). Di dalam upabab ini juga akan
ditunjukkan bahwa sebenarnya metode eliminas Gauss dapat dinyatakan sebagai
dekomposisi LU.

Misalkan matriks A berukuran 4~ 4 difaktorkan atas L dan U,

A=LU
a1 ap A3 g 1 0 0 O Uiz Uz Uz Uy
Ayy Gy  Gpz Ay m; 1 0 O 0 Uy Ugp Uy
Az Az Sz Az;| = My mp 10 0 O Usz Uszg
Ay Az Q3 Ay My My My 1 0O 0 O Uss

Di sini kita menggunakan simbol my; ketimbang |;;, karena nilai I;; berasal dari
faktor pengali (m;) pada proses eliminasi Gauss. Langkah-langkah pembentukan
L dan U dari matriks A adalah sebagai berikut:

1. Nyatakan Asebaga A= 1A

a1 ap Q3 ... 1 0 0..0 a1 & a3 au,
ay ax»p Ay ... &, 01 0..0 axn ay axg o,
a3 ap azxg ... &, | =10 0 1 0 a3 azp g as,
A1 Qg QA ... Gy 0 00 1 dm ap ag annJ

2. Eliminaskan matriks A di ruas kanan menjadi matriks segitiga atas U.
Tempatkan faktor pengali m; padaposisi |;; di matriks I.
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3. Setelah seluruh proses eliminasi Gauss selesai, matriks | menjadi matriks L,
dan matriks A di ruas kanan menjadi matriks U.

Di bawah ini diberikan dua contoh pemfaktoran A dengan metode ini, masing-
masing untuk kasus tanpa pivoting dan dengan pivoting.

(®fe]gi{els M0 (LU Gauss naif)
Faktorkan matriks A berikut dengan metode LU Gauss:
4 3 -1
A= -2 -4 5
1 2 6
Penyelesaian:
4 3 -1 1 0 0 4 3 -1
A= 2 -4 5|1 =10 1 0 -2 -4 5
1 2 6 0O oO 1 1 2 6

Eliminasikan matriks A di ruas kanan menjadi matriks segitiga atas U, dan tempatkan
faktor pengali m; pada posisi |;; di matriks|.

4 3 A | R-(I)R | 4 3 -1
2 -4 5 ~ 0 -25 45
1 2 6 | R-()R. |0 125 625

Tempatkan my;, =-2/4=0.5 dan mz;=1/4=0.25 ke dalam matriksL:

1 0 0
L= -05 1 0
0 Mg, 1

Teruskan proses eliminasi Gauss pada matriks A,

4 3 -1 Rs- (Plo5)R | 4 3 -1
0 -25 45 ~ 0 25 45| =u
0 125 625 0 0 85
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Tempatkan mg, = 1.25/-2.5 =-0.5 ke dalam matriksL.:

Jadi,
4 3 -1 1 0o of [4 3 -1
A=| 2 4 5|=]-051 o [0 -25 45 m
1 2 6 0.25 -05 1 0 0 85

[®felgi (el F<M NI (LU Gauss dengan tata-ancang pivoting)
Faktorkan matriks A berikut

1 1 -1 1
A=1] 2 2 1 b=| 5
-1 1 1 1

lalu pecahkan sistem Ax = b.

Penyelesaian:

Eliminasikan matriks A di ruas kanan menjadi matriks segitiga atas U, dan tempatkan
faktor pengali m; pada posisi |;; di matriks|.

1 1 -1 R-QR |1 1 -1
2 2 1 ~ 0 3
1001 1 R-(/DR |0 2 0

Tempatkan my; = 2 dan my;= 1/1= 1 ke dalam matriksL:

0
1

OO

-1 M2

Teruskan proses eliminasi Gauss pada matriks A. Daam hal ini ada pivoting karena calon
pivot bernilai 0, sehingga baris kedua dipertukarkan dengan baris ketiga:
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o o 3| RUR 0o 2 0

Jangan lupa mempertukarkan jugaR, U R; pada matriksL, kecuali elemen diagonalnya

1 0 0 1 0 0
L= 2 1 0 RU R -1 1 0
-1 me 1 2 mp 1
Jangan lupa mempertukarkan jugaR, U Ry pada vektor b,
1 1
b=1]5 RU R 1
1 5
Teruskan proses eliminasi Gauss pada matriks A:
1 1 -1
R-CL)R |0 2 0] =uU
0O 0 3
Tempatkan ms, = 0/2 = 0 ke dalam matriksL.:
1 0 0
L= -1 1 0
2 0 1
Jadi,
1 1 -1 1 0 0 1 1 -1
A= 101 1 =1-1 1 0 0O 2 o0
2 2 1 2 0 1 0O 0 3
Berturut-turut dihitung y dan x sebagal berikut:
1 0 0 V1 1
Ly=b—— | -1 1 0 Yo | = 1
2 0 1 Ya 5
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Y1, Yo, dan y; dihitung dengan teknik penyulihan maju:
Y1 =1

Y1ty =1 ® y,=1+y;=1+1=2
2y;+0y, +ys =5 ® y3=5-2y;=3

1 1 -1 X1 1
Ux=y ——1| O 2 0 X | =1 2
0 0 3 X3 3

X1, %o, dan X3 dihitung dengan teknik penyulihan mundur;

3X3 = ® X3=1
2X2+OX3 =2 ® X2:l
X1 t X% -X3 =1 ® Xl:l
Jadi, solusi sistem persamaan lanjar di atasadalahx = (1, 1, 1)". [ |

Pertukaran baris untuk matriks yang berukuran besar diperlihatkan oleh matriks
di bawah ini:

Q A ¥ A B a Q & a9 a4 A A
O b, by by bs by O b, by by bs by
0 0 v &g & G |RUR|IO 0 © g & G
0O 0 0O 0 d; dg *) 0 0 0 & e 6
0 0 0 e & € 0O 0 0 O ds dg
| 0 0 0 f4 f5 f6 _ | 0 0 0 f4 f5 f6 _

Maka, baris ke-5 dan baris ke-4 pada matriks L juga harus dipertukarkan:

[ 1 0 0 0O 0O 1 0 0 0O 0 O
m; 1 0 0O 0O my; O 0 0O 0 O
My Mg 1 0 00| RUR/ [ mgy mg 1 0 0 O
m; M M|l 1 0 0 *) M Ms; M| 1 O O

5—s k- X 1 0 b My d X 1 0

[ Mgy Mgz Mez3 X X 1] [ Mgy Me; Mgz X X 1]
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45.2 Metode Reduksi Crout

Meskipun metode LU Gauss dikenal paling baik untuk melakukan dekomposisi
LU, terdapat metode lain yang digunakan secara luas, yaitu metode reduksi
(dekomposisi) Crout (atau metode reduksi Cholesky atau metode Dalittle).

Dalam membahas metode reduksi Crout, tinjau matriks 3~ 3 berikut:

ap Q2 ag3 1 0 0 Up U Ug
A= Ay Ay Aoz L= |21 1 0 U= 0 U, Ux
4z ap ax lg 321 0 0 Uss

Karena LU = A, maka hasil perkalian L dan U itu dapat ditulis sebagai

Up Up U3 Q; Qg2 ag3
LU= | IxU;n  Ixlip + Uy, Ixligtups =A=|ay ap ax
Izt Izl + Il laUig + I3oUss + Uss 83 8 ag

Dari kesamaan dua buah matriks LU = A, diperoleh

U = ag1, Up=ap, Uiz = a3 } BarispertamaU
_ _ a
lu = ay ® = 22
ull

a, Kolom pertama L
lsiUpn = ag; ® |y = 3L

Uy
|21U12 +Uyp = ap ® Uxo = QAo - |21U12 } Baris kedua U
lgUiz + Uz = @ ® Uz = @3- l21U13
— _ Ap- |31u12
|31U12 + |32U22 = Qazp ® |32 = — Kolom kedua L
u
22

[31U13 + oz + Uz =833 ®  Ugm = agz- (lalis + lplps) }  Baris
ketigaU
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Kita perhatikan ada urutan pola teratur dalam menemukan elemen-elemen L dan

U, yaitu:

- elemen-elemen baris pertamadari U
- elemen-elemen baris pertamadari L
- elemen-elemen baris keduadari U

- elemen-elemen baris kedua L

- éiémen-elemen baris ke-k dari U
- elemen-elemen baris ke-k dari L

Rumus umum menghitung u dan | untuk sistem dengan matriks A yang berukuran

37 3 dapat ditulis sebagai berikut:

%-l
Uj=as-a lpcU
k=1
dan
-1
8iq - A LikUkq
qu — k=1
Ugq
Contoh 4.12,
Sdlesaikan
X1+X -X3 =1
2% t2% tX3 =5
X tX +2% =5

IJO—: 1,2,3 ....n (P.4.13)

g=123, ....,n1
i =g+l,g+2,....,n (P.4.14)
dengan syarat Ug* O

dengan metode dekomposis LU, yang ddam hal ini L dan U dihitung dengan metode

reduksi Crout.

Penyelesaian:
1 1
A= 2 2
-1 1

(=2
1
(61
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Diperoleh: Uy =ap=1
U :a12:1
Ui =ap=-1
|2]_ = a21/u11 =2/1=2
|3]_ = a31/U]_1 =-1/1=-1

U22=a22'|21u:|_2=2'2>§.=0

Karena Uy tidak boleh nol, lakukan pertukaran baris, baik untuk matriks A maupun untuk
vektor b:

Matriks A Vektor b
R U R 1 1 -1 RUR [1

101 1 1

2 2 1 5

Hitung kembali nilai |, , Iy , dan uy, (Perhatikan bahwa nilai uyq, Uy», Uz tidak berubah)

|21 = a21/u11 =-1/1=-1
|31 = a31/u11 =2/1=2

Up =8z - lnUp =1-(-1)(1)=1+1=2
Uy =8 - IxUiz=1-(-1)(-1)=1-1=0

_ Agp-lylp _ 2- 21)

I = =0
z Uy, 2
Diperoleh L dan U sebagai berikut,
1 1 -1 1 0O O 1
U= 0 2 O L= 101 0| danb= 1
0O 0 3 2 0 1 5

Berturut-turut dihitung y dan x sebagal berikut;

1 0 O W1 1
Ly=b——|] -1 1 O vof =1
2 0 1 Y3 5

Y1, ¥s, dany; dihitung dengan teknik penyulihan maju:
Y1 =1

Y1 tYe =1 ® y,=1+y;=1+1=2
2y1+0y, +ys =5 ® y3=5-2y,=3
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1 1 -1 Xq 1
Ux=y —— 0 2 O X | =12
0O 0 3 X3 3

X1, %o, dan x5 dihitung dengan teknik penyulihan mundur:

3% =3  ® x=1
2%, + 0x3 =2 ® %=1
X1 + X% -X3 =1 ®X1:l
Jadi, solusi sistem persamaan lanjar di atasadalahx = (1,1, 1)". [ ]

Jika diamati elemen segitiga bawah pada matriks U semuanya bernilai nol,
sehingga ruang yang tidak terpakai itu dapat dipakai untuk menyimpan elemen
matriks L. Elemen diagonal matriks L seluruhnya 1, jadi tidak perlu disimpan
(default). Dengan demikian, penyimpanan elemen L dan U pada satu matriks
dapat menghemat penggunaan memori. Selain itu, matriks A hanya dipakai sekali
untuk memperoleh L dan U, sesudah itu tidak dipakai lagi. Dengan demikian,
setelah L dan U diperoleh, elemennya dapat dipindahkan ke dalam A. Karena
adasan ini, maka metode dekomposisi LU dinamakan juga metode kompaksi
memori.

4.6 Determinan

Pada pembahasan matriks balikan kita telah menyinggung sedikit mengenai
determinan. Menghitung determinan matriks 2 ©~ 2 sangat mudah dan selalu
digjarkan di sekolah menengah. Misalkan A adalah matriks

A= an i)
ay axp

maka determinan matriks A adalah

a1 A

det(A) = 1 ax

= aqidp — appdy
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Begitupun menghitung determinan untuk matriks 3~ 3,

g i) a3
det(A) = axn  axn ag
as dzpy  dg3

axp ax ay a ay axp
= Au|ag agl - A |an ag| t*t an |ay ag
= an( apdgs - 8x38s) - Ao andss - Axpdgy) + Az(Andy - Axds)

Menghitung determinan untuk matriks n~ n dengan aturan Cramer menjadi tidak
praktis lagi. Metode eliminasi Gauss dapat diterapkan untuk menghitung
determinan matriks n © n. Determinannya dapat dihitung setelah ia ditransformasi
menjadi matriks segitiga atas U. Pertama-tama kita lihat dulu dua hukum penting
determinan [NAK92]:

Hukum 1: det(BC) = det(B) ~ det(C)

yaitu, determinan dari perkalian dua buah matriks sama dengan perkalian
determinan masing-masing matriks.

Hukum 2: det(M) = hasil kali semua elemen diagonal M jika M adalah
matriks segitiga atas atau matriks segitiga bawah.

Jadi, jika semua elemen diagonal matriks adalah satu, maka determinannya sama
dengan satu. Dalam menghitung determinan, pertimbangkan dua kasus berikut
berikut: (i) bila eliminasi Gauss-nya tanpa pivoting dan (ii) bila eliminasi Gauss-
nya dengan pivoting.
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Kasus 1: Bila eliminasi Gauss tidak menerapkan tatancang pivoting.
Jika pivoting tidak diterapkan, determinan matriks A adalah
det (A) = det (LU) = det (L) * det(U) = det(U) = uyg Upp Usz ... Uyy  (P.4.15)

yang dalam hal ini det(L) = 1 sebab semua elemen diagonal L adalah satu.

Kasus 2: Bila eliminasi Gauss mener apkan tatancang pivoting.

Tatancang pivoting mengakibatkan pertukaran baris. Dekomposisi LU dengan
pivoting setara dengan mengerjakan dua proses terpisah berikut:

(1) Transformasikan matriks A menjadi matriks A" dengan cara permutasi baris-
baris matriks (sama dengan mengalikan A dengan matriks permutasi P),

A = PA atau setaradengan A= P! A (P.4.16)
(2) Dekomposisi A'menjadi LU tanpa pivoting

A=LU
Dari (1) dan (2), L dan U dihubungkan dengan A oleh

A=PA=PLU (P.4.17)

Determinan A dapat ditulis sebagai

det (A) = det (PY) " det (L) det (V)
= det (PY) " 1 det (V)
det (PY) ~ det (U)

a det (U)

yang dalam hal ini a = det (P) = -1 atau 1 bergantung pada apakah pivoting
segjumlah bilangan ganjil atau genap. Jika pivoting dilakukan sgumlah p kali,
maka a dapat ditulis sebagai:

a=(1P

a bernilai 1 untuk p genap dan -1 untuk p ganjil. Karena itu,

det(A) = (-1)P det(U) = (-1)° Uz Upp Usg ... U (P.4.18)
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Contoh 4.13
Hitung determinan matriks A berikut:

2 3 -1
A=| 4 4 -3
) 3 -1

R-LR|2 3 -1
0 -2 -1

2 3 -1 1 0 -2 0 0 -5
Tidak ada prosespivoting selamaeliminasi Gauss, maka
det (A)=(2) (-2) (-5 =20 [ |

Contoh 4.14

Hitung determinan matriks berikut

1 2 1

3 6 0

2 8 4
Penyelesaian:

1 2 1 R-%R |1 2 1| RUR |1 2

0 ~ 0 0 -3 (*) 0 4 2
4 R-2hR [0 4 2

N W
[oclNe)]

Pivoting diterapkan satu kali (p = 1), sehingga determinan matriks A addah

det (A) = (-1)* (1)(4)(-3) = 12 m
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4.7 Kondisi Buruk

Matriks A dikatakan berkondisi buruk (ill condition) jika terdapat sebuah vektor
kolom b sehingga untuk perubahan kecil A atau b akan menghasilkan perubahan
besar pada solusi x = A’b. Sistem Ax = b dikatakan berkondisi buruk bila A
berkondisi buruk. Apabila sistem Ax = b berkondisi buruk, hasil perhitungannya
mempunyai galat yang besar.

Sebagai contoh, dua persamaan lanjar dengan dua peubah yang tidak
diketahui merepresentasikan dua buah garis lurus. Sistem berkondisi buruk jika
dan hanya jika sudut a antara kedua garis kecil, yaitu jika dan hanya jika kedua
garis hampir sejgjar. Perubahan kecil pada koefisien dapat menyebabkan
pergeseran yang besar pada titik potong kedua garis (Gambar 4.3) [KRESS].
Untuk sistem persamaan yang lebih besar situasi tersebut pada prinsipnya sama,
namun sayangnya tidak ada tafsiran geometrinya.

vla

\

><V

@ (b)
Gambar 4.3 (a) sistem berkondisi baik dan (b) sistem berkondisi buruk

Sebagai contoh, tinjau sistem persamaan lanjar berikut
(l) X, + 2)(2 = 10
11+ 2% = 104
yang mempunyai solusi sgati x, = 4 dan % = 3. Jika sekarang a, = 1.1 diubah
menjadi 105,

() Xxa+ 2% = 10
1.05%, + 2%, = 10.4
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ternyata solusinya jauh berbeda, yaitu x; = 8 dan x, = 1. Penambahan sebesar e
pada koefisien 1.1 dapat dinyatakan sebagai berikut:

X + 2)(2 =10
(L1 + e + 2%, = 10.4

yang mempunyai solusi

04
X1 =
01+e
0.6+10e
X2 _—
0.2+2e

Solusi ini memperlihatkan bahwa sistem berkondisi buruk sebab perubahan kecil
e menghasilkan perubahan besar pada solusi SPL. Pada contoh di atas, e = -
0.05, sehinggax; = 0.4/(0.1 - 0.05) = 8 dan X, = (0.6 - 10~ 0.05)/(0.2- 2~ 0.05)
=1
Misalkan X adalah solusi hampiran dari sistem

AX =b (P.4.19)
Terhadap solusi hampiran ini terdapat sisa (residu) sebesar

r="b-AX
Di sini

AX =b-r (P.4.20)
Kurangi (P.4.19) dengan (P.4.20):

A(X -X) = (P.4.21)
Orang mungkin berpikir bahwa sisa r yang kecil menandakan bahwa X lebih
dekat ke x. Tetapi, kesimpulan ini ternyata salah. Penyulihan kembali solusi

hampiran ke SPL yang adli tidak dapat memberi petunjuk bahwa sistem
berkondisi buruk. Bilax; = 8 dan x,= 1 disulih kembali ke dalam SPL (i):

8+2(1) =10
1.1(8) + 2(1) = 10.8
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Residunya adalah
b ax o S10U €100 _¢ou
§0.45 &0.8f .44

ternyata sisar cukup kecil meskipun x; = 8 dan X, = 1 bukan jawaban yang benar
untuk masalah semula.

Contoh lainnya, tinjau sistem persamaan lanjar Ax = b dengan

302 -105 253 -1.61
A= 433 056 -1.78 dan b= 7.23
-0.83 -054 147 -3.38

Solusi sejatinya adalah x = (1,2,-1)". Solusi hampirannya, bila dihitung dengan
metode eliminasi Gauss, adalah X = (0.880, -2.35, -2.66)" . Bila 3.02 pada
matriks A diubah menjadi 3.00 diperoleh solusi X = (01.07968, 4.75637,
0.05856)" . Kita menyimpulkan bahwa SPL tersebut berkondisi buruk. Jika kita
mengalikan A dengan x dengan x adalah solusi sejati x = (1,2,-1)" , kita peroleh

Ax = (-1.61, 7.23,-338)' = b

tetapi bila kita hitung dengan solusi hampiran X = (0.880, -2.35, -2.66)" kita
peroleh

AX = (-1.6047, 7.2292, -2.66),

yang sangar dekat ke b. Penyulihan kembali solusi ke dalam sistem persamaan
ternyata tidak dapat dijadikan petunjuk bahwa sistem berkondisi buruk.

Beberapa ukuran untuk kondisi buruk telah dikemukakan para ahli numerik,
antara lain |det(A)| sangat kecil dibandingkan dengan nilai maksimum [a;;| dan o].
Misalnya, SPL dengan dua persamaan dapat ditulis sebagai:

a
At apXo = ® x= —2Ex + b
CIPs CIPs
a b
Ax1X1 + ApXo = b2 ® Xo = —2L Xl + -2
a'22 a22
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Bila gradien kedua garis tersebut hampir sama, maka:

- -a
a‘ll » 21

a12 a22

dan apabila kedua ruas dikali silang:

Qg1 » apdy;
atau dapat ditulis sebagai

a8y - Ay » 0
yang dalam hal ini aj;ax - a;.a,; adalah determinan matriks A pada SPL di atas.
Sistem persamaan lanjar berkondisi buruk bila determinan matriks A hampir nol.
Jika det(A) = 0, maka gradien kedua garis tersebut sama, yang berarti SPL tidak

mempunyai jawab yang unik. Determinan matriks A pada contoh di atas adalah
(D) - 2(1.1) =2- 2.2 =-0.2, yang relatif lebih dekat ke nol.

Contoh 4.15
Tentukan solusi Ax = b berikut
3.02 -1.05 253 -1.61
A= 4.33 0.56 -1.78 b= 7.23
-0.83 -054 147 -3.38

Penyelesaian:
Matriks akhir hasil eliminasi Gauss-nya sampai 3 angka bena adalah

433 056  -1.78 7.23
0 -1.44 377 -6.65
0 0 -0.00362 0.00962

sangat kecil, rawan pembulatan

Solusi hampiTrannya addah x =(0.880, -2.53, -2.66)"bandingkan dengan solusi seatinya,
x=(1,2,-1)
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Perbedaan kedua solusi ini tidak mengherankan apabila kita hitung determinan matriks A,
det(A) = (4.33)(-1.44)(-0.00362) =-0.0226
yang nilainya sangat kecil (mendekati nal), yang berarti sisem berkondis buruk. Bilakoefisien
ay; diubah dari 3.02 menjadi 3.10 memberikan solusi
x = (0.05856, 4.75637, 1.07968)"
Solusi yang lebih baik dapat kita peroleh bila menggunakan bilangan berketelitian yang

lebih tinggi, misal nya sampai empat angka bena sebagai berikut: x; = 0.9998, x, = 1.9995,
X3 = -1.002. [

Sukar dirinci harus seberapa dekat determinan ke nol untuk menunjukkan adanya
kondisi buruk. Ini diperumit dengan kenyataan bahwa determinan dapat diubah
dengan mengalikan satu atau beberapa persamaan dengan suatu faktor skala tanpa
mengubah penyelesaiannya. Akibatnya, determinan merupakan nilai yang nisbi
yang dipengaruhi oleh besarnya koefisien [CHA91]. Ini diperlihatkan oleh contoh
berikut.

Contoh 4.16
Tentukan determinan matriks A pada SPL berikut
X+ 2X2 =10

1.1x; + 2%, =104
bila
(i) SPL seperti apaadanya,
(i) kedua persamaan dikali 10.
Penyelesaian:
(i) SPL apaadanya

Determinannya,
det (A) =(1)(2)- (1.1)(2) =-0.2

yang dekat kenol, karenaitu SPL berkondis buruk.

(i) Keduapersamaan dikali 10,

10%, + 20%, = 100
llX]_ + 20)(2 =104
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Determinannya,
det (A) = (10)(20) - (11)(20) = -20.
yang ternyata menjadi lebih besar. Meskipun determinannya besar, namun SPL tetap

berkondis buruk sebab perkalian dengan skda tidek mempengaruhi penyelesaiannya
secaragrafis. [ |

Contoh 4.16 (ii) di atas memperlihatkan bahwa ukuran determinan sukar dikaitkan
dengan kondisi buruk. Kesukaran ini dapat diatasi bila SPL dinormalkan
sedemikian sehingga koefisien terbesar padatiap baris persamaan sama dengan 1.

Contoh 4.17

Normalkan SPL pada Contoh 4.16, lalu hitung determinan matriks A.

Penyelesaian:

SPL dinormalkan dengan caramembagi tiap baris dengan koefisien terbesar pada barisitu
sehingga koefisien maksimumnya= 1

0 '5Xl +X = 5
0.55%, +x, =52
Determinannya,
det (A) =(0.5)(1) - (1)(0.55) =-0.55

yang dekat ke nol, karenaitu berkondisi buruk. [ |

Pada sistem yang berkondisi baik, penormalan tetap menghasilkan determinan
yang jauh dari nol. Hal ini ditunjukkan pada Contoh 4.17 berikut.

Contoh 4.18

Hitung determinan matriks A pada SPL

3X1 + 2X2 =18
=X+ 2X2 =2

bila (i) SPL apaadanyadan bila (i) SPL dinormakan[CHA91]

Penyelesaian:
(i) SPL apaadanya
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Determinannya,
det(A) = (3)(29)-2(-1) =8

yang nilainyajauh dari nol, karenaiitu berkondisi baik.

(ii) SPL dinormakan

Penormalan menghasilkan

X, +0.667x, =6
'O.5X1 + X = 1

Determinannya,
det(A) = (1)(2) - (0.667))-0.5) =1.333

yang nilainyajauh dari nol, karenaitu berkondisi baik. [ |

Selain dengan menghitung determinan, ada beberapa ukuran lain yang dapat
digunakan untuk memeriksa apakah sistem persamaan lanjar berkondisi buruk
[NAKO92]:

1

Mencoba mengubah koefisien dengan perubahan yang cukup Kkecil, lalu
membandingkan solusinya dengan solusi sistem persamaan yang belum
diubah. Jika perubahan kecil koefisien menghasilkan solusi yang sangat
berbeda dengan solusi sebelum perubahan, maka sistem berkondisi buruk.

Membandingkan solusi berketelitian tunggal dengan solusi berketelitian
ganda. Jika kedua solusinya berbeda berarti sistem berkondisi buruk.

Skalakan A sehingga elemen terbesar dalam masing-masing baris adalah 1 dan
kemudian hitung A™. Jika elemen A beberapa orde lebih besar daripada
elemen matriks yang diskala semula, maka sistem berkondisi buruk

Menghitung det(A) ~ det(A™) apakah berbeda jauh dari 1. Jika ya, berarti
sistem berkondisi buruk.

Menghitung A" apakah berbeda “jauh” dari A. Jika ya, berarti sistem
berkondisi buruk.

Menghitung AA™ apakah berbeda “jauh” dari matriks I. Jikaya, berarti sistem
berkondisi buruk.

Menghitung (A%)(A™Y)™* apakah berbeda “jauh” dari matriks I. Jika ya, berarti
sistem berkondisi buruk.
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Walaupun terdapat beragam cara untuk memeriksa kondisi sistem, akan lebih
disukai mendapatkan bilangan tunggal yang dapat berlaku sebagai petunjuk
adanya kondisi buruk. Bilangan tersebut dinamakan bilangan kondisi matriks.

4.8 Bilangan Kondisi Matriks
Bilangan kondisi matriks dinyatakan sebagai :
Cond(A) = [IA] A (P.4.22)

yang dalam hal ini ||A]| adalah norma (horm) tak-hingga &) matriks A, yang
didefinisikan sebagai:

1£iEn

n
(¢}

Al = Al = max § [a|
=1

Sebagai tambahan, perlu kita ketahui sifat-sifat norma matriks berikut :
(@ Al 30dan] Al =0jikadan hanyajikaA=0
(b) 1 KA =k A
(© 1A+B £/ A+ B
(d) 1 AB £ Al | B

Contoh 4.19
Hitung bilangan kondisi matriks A berikut

302 -105 253
A= 433 05  -1.78
-083 -054 147

Penyelesaian:
Tentukan terlebih dahulu matriks balikannya,

5661 -7.273 -1855

Al= | 2005 -2683 -669.9
76.85 -1026 -2559
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maka dapat dihitung
A =4.33| +]0.56| + |1.78| = 6.07
IA| = |200.5] + |-268.3| + |-669.9] = 1138.7
sehingga bilangan kondisi matriks A adalah
cond(A) = (66.7)(1138.7) = 7595 m

Bagaimana kita menggunakan bilangan kondisi ini untuk menentukan apakah
sistem berkondisi buruk atau berkondisi baik? Ralston dan Rabinowitz (1978)
dan Gerald dan Wheatley (1984), memperkenalkan penggunaan bilangan kondis
matriks untuk menjelaskan kasus sistem berkondisi buruk sebagai berikut. Seperti
diketahui bahwa kondisi buruk disebabkan oleh kesalahan dalam pengukuran data
model atau karena kesalahan pembulatan. Misalkan bahwa kesalahan dalam
pengukuran parameter SPL menyebabkan kesalahan pada koefisien a; j, sehingga
SPL dipecahkan sebagai (A+ E) X = b, yang dalam hal ini X menyatakan solusi
SPL yang mengandung galat. Misalkan A = A + E menyatakan koefisien matriks
yang mengandung kesalahan. Kita ingin menghitung berapa besar selisih x - X.

Dengan menggunakan Ax = b dan Ax = b, dapat kita tulis:

x=Alb=Al(A)=AT(A+ A - A) X
=[1+AY(A-A)] X
=X +AT(A-A) X

Karena A - A= E, maka
x- X =ATEXx (P.4.23)

Dengan menggunakan norma, kita peroleh :

x
]
:
>
2

x- X} £1 AT L E)

sehingga

- %]

i

£ (bilangan kondisi) H (P.4.24)

174 Metode Numerik



Persamaan (P.4.24) ini menyatakan bahwa norma galat relatif solusi SPL dapat
sebesar norma galat nisbi  koefisien matriks A dikali dengan bilangan kondisi.
Jadi, jika bilangan kondisi matriks A besar, maka galat relatif solusi SPL juga
akan besar. Sebaliknya, jika bilangan kondisinya kecil, galat relatif solusi SPL
juga kecil. Misalnya jika koefisien A diketahui teliti sampai t angka bena (yakni,
galat pembulatan berorde 10") dan bilangan kondisi A = 10°, penyelesaian x akan
teliti sampai t - ¢ angka bena (galat pembulatan @10%Y). Misalnya, jika koefisien A
diketahui hanya 4 angka bena dan bilangan kondisi 1000, vektor x hanya
mempunyai ketelitian satu angka signifikan

TEOREMA 4.1. Sistem persamaan lanjar Ax = b yang bilangan kondisinya kecil
menyatakan sistem berkondisi baik. Bilangan kondisi besar menandakan bahwa
gstem berkondisi buruk. [KRESS].

Sistem pada Contoh 4.19 adalah contoh sistem yang berkondisi buruk, karena
bilangan kondisinya besar.

Dalam praktek, A™ tidak diketahui, sehingga untuk menghitung bilangan kondisi
matriks A kita harus menaksir ! A1 !. Metode untuk penaksiran ini tidak
dijelaskan di sini.

Di dalam banyak literatur disebutkan bahwa matriks Hilbert adalah contoh
matriks yang berkondisi buruk. Bentuk umum matriks Hilbert orde n adalah

é 1 1 1 U
el 5 3 — 0
< 2 3 n %
& 1 1 1 U
& = - —
a2 3 4 n+1yg
H=el 1 1 L g
€3 4 5 n+2Uu
e : : :ou
& 1 1 1 U
e— u
én n+l1l n+2 2n +10

Contohnya, untuk n = 3 matriks Hilbertnya adalah
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¢ 1 1u
H=ae 1 L
&2 3 4y
el 1 1g
&8 4 5H

Norma matriks H adalah

IHIE =111+ %21+ Ys]= "

Matriks balikannya adalah,

69 -18 10U
H'lzg- 36 9% - 603
830 -9 60§

Elemen matriks H * jauh lebih besar daripada matriks H, hal ini menandakan
bahwa matriks H berkondisi buruk. Dapat dihitung norma matriks H ™

[H™l- = |36] + |96] + |60 = 192
Sehingga bilangan kondisi matriks H adalah

cond(H) = |[H|l-H Y- = *s = 192 = 352
yang nilanya sangat besar, sehingga benarlah bahwa matriks H berkondisi buruk.
Sekarang kita buktikan mengapa penyulihan kembali solusi ke dalam SPL tidak
dapat dijadikan petunjuk bahwa sistem berkondisi buruk. Tinjau kembali
persamaan residu

r=b-AX. (P.4.25)
Pada sistem yang berkondisi buruk nilai r sangat kecil, sehingga kita dapat
terkecoh dengan menganggap sistem berkondisi baik. Contoh-contoh sebelum ini
memperlihatkan bahwa r bukanlah ukuran yang bagus untuk galat e = x - X)
pada sistem yang berkondisi buruk. Bila x adalah solusi eksak makar = 0, atau

0=b-Ax (P.4.26)

Kurangi (P.4.25) dengan (P.4.26):
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(b-AX)-(b-A)=r 0O

AX + AX=T 0

AX- X)=r 0

Ae=r (P.4.27)
atau

e=Alr (P.4.28)

Pada sistem yang berkondisi buruk, elemen matriks A'  relatif besar
dibandingkan elemen-elemen A. Dari (P.4.28) terlihat bahwa bila elemen A*
relatif sangat besar dibandingkan nilai r yang kecil, maka e akan besar. Jadi,
residu r yang kecil tidak menjamin solusi yang diperoleh adalah benar. Karena itu
digunakan hubungan antara nilai mutlak galat solusi dengan nilai mutlak residu.
Dari persamaan (P.4.25) kita peroleh :

r =b-AX = Ax- AX = A(X- X) = Ae (P.4.29)
Disini,
e=Alr (P.4.30)

Dari sifat-sifat norma matriks di atas, maka norma untuk persamaan (P.5.27) ,
dengan menerapkan sifat (d), dapat kita tulis :

el £] AT (P.4.31)

Dari r = Ae, kita juga punya |rl £ | Al | e, yang bila digabung dengan
persamaan (P.5.32) memberikan

I gy ey arin (P.4.32)
A

Dengan menggunakan cara yang sama untuk Ax = b dan x = A b, kita peroleh
Pl e aiin (P433)
A
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Dari persamaan (P.4.32) dan (P.4.33) kita dapatkan hubungan yang penting :

S R Ao Il
= B Al AT (P.4.34)
A 1ol " [l
atau
1 I 1d 2 i eongisy M
- — - £ (bil. kondisi) (P.4.35)
bil. kondisi ||b|| ¥ |

Persamaan (P.4.35) memperlihatkan bahwa galat relatif dalam menghitung solusi
X dapat sebesar residu relatif dikali dengan bilangan kondisi. Tentu sgja juga
akan sekecil residu relatif dibagi dengan bilangan kondisi. Karena itu, jika
bilangan kondisi besar, residu r hanya memberikan sedikit informasi tentang
ketelitian x. Sebaliknya, jika bilangan kondisi dekat ke 1, residu nishi
memberikan ukuran galat nibi x yang bagus.

Rice pada tahun 1983 menyarankan sebuah cara lain untuk menilai kondisi SPL:
jalankan pemecahan SPL yang sama pada dua kompiler yang berbeda (atau pada
dua mesin yang berbeda). Karena kode yang dihasilkan kemungkinan besar
menerapkan perhitungannnya secara berbeda. Kondisi buruk akan jelas terlihat
dari eksperimen seperti itu [CHA91].

4.9 Metode Lelaran Untuk Menyelesaikan SPL

Metode eliminas Gauss melibatkan banyak galat pembulatan. Galat pembulatan
yang terjadi pada eliminasi Gauss (maupun eliminasi Gauss-Jordan) dapat
menyebabkan solusi yang diperoleh “jauh” dari solusi sebenarnya. Gagasan
metoda |lelaran pada pencarian akar persamaan nirlanjar dapat juga diterapkan
untuk menyelesaikan SPL. Dengan metode lelaran, galat pembulatan dapat
diperkecil, karena kita dapat meneruskan lelaran sampa solusinya seteliti
mungkin, sesuai dengan batas galat yang kita perbolehkan. Dengan kata lain,
besar galat dapat dikendalikan sampai batas yang bisa diterima.

Jika metode eliminasi Gauss dan variasi-variasinya serta metode dekomposisi LU
dinamakan metode langsung (direct) -karena solusi SPL diperoleh tanpa lelaran-
maka metode lelaran dinamakan metode tidak langsung (indirect) atau metode
iteratif.
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Tinjau kembali sistem persamaan lanjar
A1 Xy T apXot ... A Xp = bl
QX1 + AgXot . + Ao Xn = by

amXy + apXot ... + 8m X, = by

Dengan syarat a, * 0, k =1, 2, ..., n, maka persamaan lelarannya dapat ditulis
sebagai

k k
x, kD = b, - apX, ....- alnxn()

ap;
k k k
Xz(k+1): bz - a21X1( ). A3 X3 ). ""aZan( )
ay
k K k
Xn(k+1) — bn - anlxl( ). an2X2( ). e ann—lxn—l( ) (P.4.36)
a

dengan k=0,1, 2, ...

Lelaran dimulai dengan memberikan tebakan awal untuk x,

Sebagai kondisi berhenti lelarannya, dapat digunakan pendekatan galat relatif

X (k+1)

x,(k”) X(k)
<e untuk semuai =1,2,3,....,n

Syarat cukup agar |elarannya konvergen adalah sistem dominan secara
diagonal:

|ail > én\aij\ =123 ..,n

j=Ljti
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Syarat cukup ini berarti bahwa agar Ielarannya konvergen, cukup dipenuhi syarat
itu. Jika syarat tersebut dipenuhi, kekonvergenan dijamin. Meskipun sistem tidak
dominan secara diagonal, lelarannya masih mungkin konvergen (lihat kembali
makna syarat cukup pada upabab 3.3). Kekonvergenan juga ditentukan oleh
pemilihan tebakan awal. Tebakan awal yang terlalu jauh dari solusi sejatinya
dapat menyebabkan lelaran divergen.

Sebagai contoh, SPL berikut

[

X+ X =X =
2X1 + 4X2 + X3 =
-X1 + 5X2 + 8)(3 =5

a1

dominan secara diagonal, karena
|3[>]1]+]-1]
[4]>]2]+]1]
|8]>]-1]+]5]

karena itu lelarannya pasti konvergen.

Ada dua metode lelaran yang akan kita bahas di sini:

1. Metode lelaran Jacobi
2. Metode lelaran Gauss-Seidel

49.1 Metode Lelaran Jacobi

Persamaan lelarannya adalah seperti yang ditulis di atas. Misalkan diberikan tebakan
awal x©:

x0= (x4, %9, ..., %)

Prosedur Ielaran untuk lelaran pertama, kedua, dan seterusnya adalah sebagai
berikut:
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Lelaran pertama:

Xl(l) — b1 B alzxz(o) - alaxs(o) - - a]nxn(o)
a;
%D = b, - a21X1(0) - a23x3(°) - aznxn(o)
ay
Xn(1) — bn B anlxl(O) B anZXZ(O) T T ann—lxn—l(O)
ann
Lelaran kedua:
X1(2) — b1 B alzxz(l) - alaxs(l) T T alan(l)
ap;
@ b, a21xll : a23x31 feee T aZan(l)
ay
Xn(2) — bn - anlxl(l) - A%, ann—lxn—l(l)
ann
Rumus umum :
n
x ) oI k=012,....

(P.4.37)
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49.2 Metode Lelaran Gauss-Seidel

Kecepatan konvergen pada lelaran Jacobi dapat dipercepat bila setiap harga X
yang baru dihasilkan segera dipakai pada persamaan berikutnya untuk
menentukan harga x;,; yang lainnya.

Lelaran pertama:
Xl(l) — b, - alzxz(o) B alaxa(o) B a14x4(0)
an

%D = b, - 321)(1(1) - azaxs(o) - a24x4(o)

a3
1 1 1
%D b, - ayX" - apX,” - 3-43)(3()
ay
Lelaran kedua:

x@ = b, - aizxz(l) : aisxs(l) : 314)(4(1)

an

®

(2) (2)
X2(2) — b1 T By X - ByXyT - Ay Xy
ay

®

(2) (2)
X3(2) — b3 S8y XU - 8p Xy - AyXy

83
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Rumus umum:

(k+2) j=1 j=i+l

X = k=012,....

Program 4.5 Metode Lelaran Gauss-Seidel (tanpa penanganan kasus divergen)

procedure Gauss_Seidel (A : matriks; b: vektor; n:integer;
var x : vektor);
{Menghi tung solusi SPL Ax = b dengan netode Gauss- Sei del. Di andai kan
I el aran sel al u konvergen
K. Awal : A dan b sudah terdefinisi harganya; x sudah berisi vektor
t ebakan awal
K. Akhir: x berisi solusi SPL.

}
const
epsilon = 0.000001;
var
i, j : integer;
konvergen : bool ean;
sigmal, sigma2 : real;
x|l ama : vektor;
begi n
repeat
for i:=1to n do
begi n
xlama[i]:=x[i]; {simpan nilai x[i] sebel umya}
si gmal: =0;
for j:=1toi-1 do
sigmal: =sigmal + a[i,j]*x[j];
{endf or}
si gma2: =0;
for j:=i+1l to n do
sigma2: =sigma2 + a[i,jl*x[j];
{endf or}
x[i]l:= (b[i] - sigmal - sigma2)/a[i,i]; {a[i,i] <> 0}
end;
{periksa kekonver genan}
konvergen: =true; i:=1;
whi | e (konvergen) and (i<=n) do
begi n
{bila salah satu dari x[i], i=1, 2, ..., n tidak nmenmenuhi
ABS(xl ama[i] - x[i]) < epsilon
berarti |elaran bel um konver gen}
if ABS(xlama[i] - x[i]) > epsilon then
konver gen: =fal se; {bel um konver gen}
{end if}
i=i+1;
end;
{ konvergen or i >n}
until konvergen;
end;
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Contoh 4.20

[MAT92] Tentukan solusi SPL

Ax-y+z=7
4x-8y+z=-21
-2X+y+5z=15

dengan nilai awal Py = (X, Yo, Z0) = (1, 2, 2).
(Solus sgjatinyaadaah (2, 4, 3) )

Penyelesaian:

(@ Metode lelaran Jacobi
Persamaan lelarannya:

7+y, - 2
Xr+1 = —y; :
Yoo = 21+4x, - z,
r+l 3
_15+2%, -y,
+1 5
Learannya:
= 1*2-2 45
4
B
8
7= 15+2(1)- 2 _ 3.000
5
M 3.375- 3.00 = 184375
4
=21t 43.375)- 300 _ 5o
8
= 15+ 2(1.755)- 3375 _ 5005

X19 = 2.00000000
Y10 = 4.00000000
239 = 3.00000000
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(b) Metode lelaran Gauss-Seidel
Persamaan |elarannya,

1ty - 7

—

21+4x, - z,
8

_ 15+2x -y,

5

Xrs1=
yr+1 =

Zri

Lelarannya,
_T7+2-2
X1 =
4
_ 21+4(.75)+2
8

_ 15+2(1.75)- 3.75
5

175

3.75

Y1

3.000

1

_ 7+375- 295
4

_ 7+375- 295
8

5= 15% 2(1.95)5- 3.968375

2 =195

3.96875

Y2

= 2.98625

X10 = 2.00000000
Y10 = 4.00000000
730 = 3.00000000

Jadi, solusi SPL adalah x = 2.00000000, y = 4.00000000, z = 3.00000000 |

4.10 Contoh Soal Terapan

Dalam sebuah rangkaian listrik berlaku hukum-hukum arus Kirchoff menyatakan
bahwa jumlah aljabar dari semua arus yang memasuki suatu simpul (Gambar
4.43) haruslah nol:

Si=0 (P.4.38)
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Daam hal ini, semua arus i yang memasuki simpul dianggap bertanda positif.
Sedangkan hukum Ohm (Gambar 4.4b) menyatakan bahwa arus i yang melalui
suatu tahanan adalah :

VARV
Iij = RI
|

yang dalam hal ini V adalah tegangan dan R adalah tahanan.

(P.4.39)

@ (b)

Gambar 4.4 (a) Hukum Kirchoff, (b) hukum Ohm

Diberikan sebuah rangkaian listrik dengan 6 buah tahanan seperti pada Gambar
4.5 [CHA91]. Anda diminta menghitung arus pada masing-masing rangkaian.

R32 RlZ

R45 R65

Gambar 4.5 Rangkaian listrik dengan 6 buah tahanan
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Arah arus dimisalkan seperti diatas. Dengan hukum Kirchoff diperoleh
persamaan-persamaan berikut :

i12 +ig +izp =0
ies - isp -iss =0
i43 -y =0
i5a - a3 =0

Dari hukum Ohm didapat :

i3 Rep - V3 +V, =0
143 Ras -V, +Vz =0
i65 Res +Vs =0
i12 Ry +V, =0
|54R54 -V5 +V4 =0
i52Rs2 - Vs +V, =0

Dengan menyusun kesepuluh persamaan diatas didapatkan SPL shb :

l12 I52 i32 les iss a3 V, Vs Vi Vs
1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 i10 0
0 -1 0 1 -1 0 0 0 0 0 50 0
0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 i3 0
0 0 0 0 1 -1 0 0 0 0 ies 0
0 0 Rs» 0 0 0 -1 1 0 0 i54 0
0 0 0 0 0 Rs O 1 -1 0 iss] = |0
0 0 0 Rs O 0 0 0 0 1 \2 Ve
R, O 0 0 0 0 1 0 0 0 V3 A
0 0 0 0 Rs O 0 0 1 -1 V, 0
0 R, O 0 0 0 1 0 0o -1 Vs 0
Tentukan
i121 i52 ' i32| i65| i54! i]31 VZ ' V31 V41 V5
bila diketahui

Ry, = 50hm , Ry 10ohm, Rs =10ohm
Res = 200hm, Rsy 150hm, Ry; = 5ohm.
V; 200volt, Vg = Ovolt.
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Penyelesaian:

Persoalan ini diselesaikan dengan metode eliminasi Gauss. Matriks awal sebelum
proses eliminasi Gauss adalah:

1.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
5.000
0.000
0.000

L

1.000

-1.000

0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000

10.000 0.000

1.000 0.000
0.000 1.000
-1.000 0.000
0.000 0.000
10.000 0.000
0.000 0.000

0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
-1.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
1.000 -1.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.000 0.000 -1.000 1.000 0.000 O. .
0.000 5.000 0.000 1.000-1.000 0.000; 0.000
0.000 20.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 1.000 0.000
0.000 0.000 0.000 0.000 1.000 0.000 0.000 0.000 200.009
0.000 0.000 15.000 0.000 0.000 0.000 1.000 -1.000 0.000
0.000 0.000 0.000 1.000 0.000 0.000 -1.00

Matriks akhir setelah eliminasi adalah:

0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000

1.000 1.000 1.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.000 -1.000 0.000 1.000 -1.000 0.000 0.000

0.000 -1.000 0.000 0.000 0.000 0.000

0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000

0.000 1.000 -

0.000 0.000
0.000 0.000
0.000 0.000
0.000 0.000
0.000 0.000
0.000 0.000

1.000 0.000 0.100
1.000 -1.000 0.000
0.000 1.000 0.000
0.000 0.000 -0.100
0.000 0.000 0.000
0.000 0.000 0.000
0.000 0.000 0.000

0.000

0.000 0.000 0.000 | 0.000
0.000 0.000 0.000 | 0.000
0.000 0.000 0.000 | 0.000
0.000 0.000 -0.100| 0.000
0.000 0.000 0.000 | 0.000
0.200 -0.200 0.000 | 0.000
-0.200 0.200 0.150 | 0.000
-0.600 0.600 0.350| 40.000
0.000 0.100 0.025| 20.000
0.000 0.000 -0.200 |-26.667

Dengan teknik penyulihan mundur diperoleh solusinya sebagi berikut:

112
132
i54
V2
V4

4.444 ampere,

0.000 ampere,
-2.222 ampere,
177.778 volt,
166.667 volt,

152 = -4.444 ampere
65 = -6.667 ampere
143 = -2.222 ampere
V3 = 177.778 volt
V5 = 133.333 volt

Kebenaran yang palin

Simplex veri sigillum
K esederhanaan adal ah tanda kebenaran
(Peribahasal atin)

g agung adalah yang paling sederhana.
Begitu pula orang yang paling agung
(Campbell)
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Soal Latihan

1. Pecahkan SPL berikut ini:

2.51x; + 1.48%, + 4.53x3 = 0.05
1.48x; + 0.93x, - 1.30x3 = 1.03
2.68x; + 3.04x; - 1.48x3 =-0.53

dengan metode;

() eliminasi Gauss naif ( manual, 3 angka bena)

(b) eliminasi Gauss yang diperbaiki dengan tataancang pivoting (manual, 3
angka bena)

(c) eliminasi Gauss yang diperbaiki dengan tataancang pivoting (komputer,
jumlah angka bena sesuai dengan komputer yang digunakan).

Sulihkan jawaban maisngmasing (a), (b), dan (c) ke dalam SPL, lau
bandingkan hasilnya dengan ruas kanan (vektor b)

2. Diberikan sistem persamaan lanjar Ax = b dengan A dan b sebagai berikut :

1 2 3 41 10
2 5 4 8 8
A= |4 2 2 1 b=| -2
6 4 4 =2 4

(@) Tentukan solusinya dengan metode eliminasi Gauss

(b) Tentukan determinan matriks A

(c) Tentukan solusinya dengan metode eliminasi Gauss-Jordan
(d) Tentukan solusinya dengan metode matriks balikan

(e) Tentukan solusinya dengan metode dekomposisi LU

(f) Tentukan solusinya dengan metode lelaran Gauss-Seidell
(9) Tentukan solusinya dengan metode lelaran Jacobi

Terapkan strategi  pivoting untuk (a), (b), (c), (d), dan (e).

3. Pivoting lengkap jarang diterapkan orang karena kerumitannya. Dari praktek
ditemukan bahwa pivoting lengkap memberikan hasil yang lebih teliti daripada
pivoting sebagian meskipun ketelitian ini dibayar dengan waktu komputasi
tambahan. Tunjukkan kebenaran pernyataan ini dengan memecahkan SPL
berikut :

0.002110x + 0.08204y = 0.04313
0.3370x + 12.84y = 6.757
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(a) tanpa pivoting (eliminasi Gauss naif)
(b) dengan pivoting sebagian
(c) dengan pivoting lengkap

Semua perhitungan menggunakan empat angka bena (manual).

4. Pecahkan sistem persamaan lanjar Ax = b dengan

8 1 60
_é a
A_g 5 74

PN

& 9 2

dan b adalah (1,0,0)", (0,1,0)", dan (0,0,1)". Metode yang digunakan:

(@) metode eliminasi Gauss yang diperbaiki (sekali jalan).

(b) metode eliminasi Gauss-Jordan dengan tataancang pivoting (sekali jalan)
(c) metode matriks balikan

(d) metode dekomposisi LU

Gunakan komputer dan ketelitian hasil semaksimal mungkin (bilangan
berketelitian ganda). Hitung juga determinan matriks A.

5. Sekumpulan sistem persamaan linier Ax = b mempunyai matriks A yang sama
tetapi vektor b berbeda-beda. Matriks A nya adalah matriks A yang
didefinisikan pada soal nomor 2, sedangkan vektor b adalah sbb:

610 & 20 620
e u e u e ,u
Q=é4u b=620 p =64
e 20 2 e1d ° éau
e u e u e u
¢0q é3a 810q

(a) selesaikan dengan metode dekomposisi LU
(b) dengan metode eliminasi Gauss-Jordan, yang dalam hal ini matriks A
digabung (augmented) dengan semua vektor b.

6. Diberikan SPL Ax=bh:

€2 100 3000u €2000u
_6 a _é a
A=g0 3 4 4 b=g£10
g1 2 4 9 g1 ¢g

Tentukan solusinya sampai 4 angka bena dengan :
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(@) metode eliminasi Gauss tanpa penskalaan
(b) metode eliminasi Gauss dengan penskalaan

Dengan penskalaan, bagilah setiap baris i dengan maks ¢a¢, j =1, 2, 3, .., n.
Periksa solusi anda dengan penyulihan kembali kedalam SPL semula.

Pada persoalan m persamaan dengan n variabel (M < n) , Eentukan solus
umum dari Ax = b, yang dalam hal ini:

& 3 1 4 1u €U
A= 3 1 1 -1 dan  b=gly
g6 -11 29 &8
Pecahkan sistem persamaan lanjar berikut dengan metode eliminasi Gauss :
(i) 6.122x + 1500.5y = 1506.622 (i) 1.001x+ 1.5y =0
2000x + 3y = 2003 2xX+ 3y =1

(@) Tanpa pivoting (naif);

(b) dengan pivoting.

(c) Cek jawaban anda dengan menyulihkan solusi kedalam SPL semula
Lihat

(d) bedanya dengan nilai ruas kanan.

Untuk sistem (i) gunakan enam angka bena, dan untuk (ii) gunakan empat
angka bena. Ingatlah bahwa setiap komputasi harus dibulatkan ke jumlah
angka bena yang diminta (tidak hanya pada hasil akhir sgja).

Matriks Hilbert adalah contoh klasik matriks yang berkondisi buruk.
Misalkan A adalah matriks Hilbert dan diberikan SPL Ax = b:

Xp+ 2%+ U3 X3+ U xs=1
2% +13% +1Udxz3+1/5%x,=0
U3x + 4% +1/5x+1/6x,=0
YaAx,+15%+ 16X+ 1U7% =0

Pecahkan Ax = b dengan metode eliminasi Gauss naif dengan ketentuan:

(@) semua bilangan dalam bentuk pecahan, sehingga tidak ada galat akibat
pembulatan. Solusinya eksak, misalkan dilambangkan dengan x. Hitung
Ax, dan bandingkan hasilnya dengan b.
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10.

11.

12.

13.

(b) semua bilangan dalam tiga angka bena (manual, tanpa komputer).
Solusinya hampiran, misalkan dilambangkan dengan X. Hitung A X, dan
bandingkan hasilnya dengan b. Hitung e=x - X

(c) semua bilangan berketelitian tinggi (pakai komputer). Solusinya
hampiran, misalkan dilambangkan dengan X. Hitung A X, dan bandingkan
hasilnya dengan b. Hitung e= x - X.

(@) Dari soa nomor 4 di atas, tentukan determinan matriks A untuk masing
masing ketentuan (@), (b), (c). Apa kesimpulan anda?
(b) Normalkan matriks A, lau hitung bilangan kondisi matriks A (gunakan
komputer). Apa kesimpulan anda?

Pecahkan sistem persamaan lanjar
81+ X+ 33+ 2%=0
2X1+9X2- X3-2X4=1
X1+3X2+ 2X3 - X4:2
Xp + 6X3 +4X3=3

dengan metode:

(@) dekomposisi LU, yang dalam hal ini L dan U dihitung dengan (i) metode
LU Gauss (tidak naif) dan (ii) metode reduksi Crout

(b) lelaran Jacobi (e = 10™°%). Tebakan awal sembarang.

(c) lelaran Gauss-Seidell (e = 10%%). Tebakan awal sembarang

Gunakan komputer (ketelitian hasil semaksimal mungkin). Untuk (b) dan (c),
apakah matriks A dominan secara diagonal ?

Dapatkah sistem persamaan lanjar berikut :

(@) 5x+3y=6 (b) 5x+3y=6 (c) 2x+y-5z=9
4x-2y =8 -6x-8y=-4 X-5-z=14
7x-y-3z2=26

diselesaikan dengan metode iterasi Jacobi dan iterasi Gauss-Seidell ?
Mengapa ?

Matriks Hilbert adalah contoh klasik matriks berkondisi buruk. Diberikan
matriks Hilbert berukuran 4~ 4 :
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1 12 13
12 1/3 1/4
é/3 1/4 15
d/4 1/5 1/6

1/ 40

(
1/5
1/ 60

U7

Periksa kondisinya dengan :

(@) Hitung HH™ apakah berbeda dari matriks identitas
(b) Hitung (H* )™ apakah berbeda dari matriks H

(c) Hitung H* (H* ) apakah berbeda dari matriks identitas | dan apakah

berbeda dari jawaban (a)

(d) Hitung bilangan kondisinya apakah sangat besar dibandingkan dengan

(Normalkan terlebih dahulu matriks H)

14. Seperti nomor 13, tetapi matriksnya adalah matriks A pada soal nomor 1.

Bab 4 Solus Sistem Persamaan Lanjar

193



