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Travelling Salesperson Problem (TSP)

Persoalan: Diberikan n buah kota (vertex)
serta diketahui jarak (bobot) antara setiap
kota satu sama lain. Temukan perjalanan
(tour) dengan jarak terpendek yang
dilakukan oleh seorang pedagang sehingga
ia melalui setiap kota tepat hanya sekali dan
kembali lagi ke kota asal keberangkatan.

Planter's Farm

Terdapat (n — 1)! tur di dalam graf lengkap dengan n simpul



Pohon Ruang Status TSP n =4 Simpul

Simpul awal perjalanan=1

Solusi: 1-3-2-4-1 atau 1-4-2-3-1
Bobot = 5+8+9+10 =32



Penyelesaian TSP dengan B & B

Contoh lain TSP 5 simpul (matriks bobot/cost matrix):

w
N
8
2
=

Brute Force:
- 41=24 sirkuit hamilton
- Solusi: 1-4-2-5-3-1
- Bobot: 10+6+2+7+3=28

Greedy:
- Solusi: 1-4-5-2-3-1 B&B-TSP dgn B&B
- Bobot: 10+3+4+16+3=36 Xo= Xs=1



Cost dari Simpul Hidup TSP

* Cost untuk setiap simpul di dalam pohon ruang status menyatakan nilai
batasbbawah (lower bound) ongkos mencapai simpul solusi dari simpul
tersebut. .

* Cost setiap simpul dapat dihitung secara heuristik berdasarkan salah satu
dari dua cara:

1. Matriks ongkos-tereduksi (reduced cost matrix) dari graf
2. Bobot minimum tur lengkap

* Masing-masing cara akan dijelaskan satu per satu penggunaannya pada
slide berikut.



1. Cost berdasarkan Reduced Cost Matrix

* Ongkos atau nilai batas untuk setiap simpul dihitung dengan menggunakan
matriks ongkos-tereduksi (reduced cost matrix) dari graf G.

* Sebuah matriks dikatakan tereduksi jika setiap kolom dan setiap barisnya
mengandung paling sedikit satu buah nol dan semua elemen lainnya non-negatif.

Contoh:

M M
12 20 30 10 11 1 10 17 0 1
15 8 16 4 2 12 6 11 2 0
3 5 11 2 4 Reduksi baris 0 3 6 0 2
dan kol
19 6 18 9 3 — 15 3 12 6 0
16 4 7 16 8. 11 0 0 12 4



* Tinjau sebuah TSP dengan n =5, graf dinyatakan dalam matriks ketetanggaan:

o0 20 30 10 11]
15 o 16 4 2
3 5 @ 2 4
19 6 18 o 3
16 4 7 16 o

* Karena perjalanan pedagang di dalam graf melalui sisi (i, j), dengani=1, 2, ..., 5
danj=1, 2, ..., 5 maka mengurangkan setiap elemen pada suatu baris atau pada
suatu kolom dengan konstanta t akan mengurangi panjang (bobot) setiap
perjalanan sebesar t.

* Jika t dipilih dari elemen minimum pada baris i (kolom j), maka mengurangkan
seluruh elemen pada baris i (kolom j) dengan t akan menghasilkan sebuah nol
pada baris i (kolom j) tersebut. Dengan mengulangi proses ini berulangkali akan
menghasilkan matriks bobot tereduksi.



Reduced Cost Matrix (2)

=

15

19
16

]
—

= oo 8

10
4
2

0

16

11]R -10]

2 |R -2
4 |R -2
3 |R -3
© | R —4

—
-

gmmg

10 20

=

20
14

15

C -1
C -3

12

5
11

= W W 8

17
[ ]

12

o = s =

RO D —




* Jumlah total elemen pengurang dari semua baris dan kolom menjadi batas bawah
(lower bound) dari tur dengan total bobot minimum. Nilai ini digunakan sebagai
nilai untuk simpul akar pada pohon ruang status.

e Total jumlah semua pengurang=(10+2+2+3+4)+ (1 + 3) =25. Nilai 25 ini
adalah nilai batas untuk simpul akar, .

oo 20 30 10 I1]R =10 10 20 O 1]
15 o 16 4 2 R-2[13 = 14 2 0|
¢(root) =25 1 5 o 2 4/ R-2[1 3 » 0 2
19 6 18 o 3 R-3[16 3 15 o 0
16 4 7 16 =|R-4|12 0 3 12 o
Pohon ruang status saat Ini: v 10 20 0 1T ©» 10 17 0 17
13 o 14 2 0 2 o 11 2 0]
@ l 3 = 0 2|C-1{0 3 = 0 2|=4
25 6 3 15 o 0|C-3/15 3 12 = 0]
12 0 3 12 x| 11 0 0 12 =




B&B-TSP dgn Reduced Cost Matrix

e Misalkan:
* Tur (perjalanan) dimulai dari simpul 1
* A: matriks tereduksi untuk simpul R.

e S:anak dari S|mpul R sehmFga sisi (R, S) pada pohon ruang status berkoresponden
dengan sisi (i, j) pada perjalanan.

* Jika S bukan simpul daun, maka matriks bobot tereduksi untuk simpul S
dapat dihitung sebagai berikut:

(a) ubah semua nilai pada baris i dan kolom j menjadi co. Ini untuk mencegah agar
tidak ada lintasan yang keluar dari simpul i atau masuk pada simpul j;

(b) ubah A(j, 1) menjadi 0. Ini untuk mencegah penggunaan sisi (j, 1);
(c) reduksi kembali semua baris dan kolom pada matriks A kecuali untuk elemen oo.

* Jika r adalah total semua pengurang, maka nilai batas untuk simpul S

adalah: .
C(S)=8(R)+ A(L, j)+r

Hasil reduksi ini menghasilkan matriks B.



e Secara umum, persamaan fungsi pembatas (bounding function) adalah:

C(S)=C(R) +A(l, J) +r

yang dalam hal ini,

c(S)= bobot perjalanan minimum yang melalui simpul S (simpul di pohon
ruang status)
c(R) = bobot perjalanan minimum yang melalui simpul R, yang dalam hal
1 R adalah orangftua dari S.
A(i, j) = bobot sisi (i, j) pada graf G yang berkoresponden dengan sisi (R, S) pada

pohon ruang status.
F= jumlah semua pengurang pada proses memperoleh matriks tereduksi untuk

simpul S.
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* Bangkitkan semua anak dari simpul 1:

¢(2) =? ¢(3) =? &(4) =? &(5) =?

e Akan dihitung cost atau bound untuk simpul 2, 3, 4, dan 5



B&B-TSP dgn Reduced Cost Matrix (2)

1. Simpul 2; Lintasan di dalam graf: 1, 2
(a) ubah semua nilai pada baris 1 dan kolom 2 menjadi .
(b) ubah A(2, 1) menjadi . Ini untuk mencegah penggunaan sisi (2, 1)
(c) reduksi kembali semua baris dan kolom pada matriks A kecuali untuk

elemen oo,
A Kolom?2

= 10 17 0 1 Barisl [ | 0| oo oo oo | fo0 00 50 50 0]
2 = 11 2 0 (o) o] 11 2 0 © o 11 2 0
0 3 = 0 2 » 0|w|ow 0 2 » 0 o o 0 2
15 3 12 w 0 15| 12 o 0 15 o 12 o 0
10 0 12 =« [T oo 0 12 oo 11 o 0 12 o]
(a), (b) (c): sudah berbentuk

matriks tereduksi, r=0
C(2)=C¢(1)+Al2)+r=25+10+0=35
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2. Simpul
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3; Lintasan di dalam graf: 1, 3
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3. Simpul 4; Lintasan di dalam graf: 1, 4
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C(3)=C()+AL3)+r=25+17+11=53

Baris 1

=

Kolom 3

o | oo | o] (0 © o o
11 |0 | O 12 o 11 o
o |0 |2 » 0 3 o o
12 |00 | O o 3 12 «
0 | oo 11 0 0 w

o0
0
2
0
00

c(4)=C¢(1)+A(L4)+r=25+0+0=25
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4. Simpul 5; Lintasan di dalam graf: 1, 5

A Kolom 3
‘o 10 17 0 1 Baris1|[ o0 o o0 o0 | 0] (0 0 0 o o]
12 = 11 2 0 o0 10 o 9 0 o
0 3 = 0 2 » w|f27% 10 3 o 0 | =B
15 3 12 = 0 %73 12 0 9 o w
10 0 12 =] o | o 0 0 12 oo

c(5)=C¢1)+Al5)+r=25+1+5=31

Pohon ruang status yang terbentuk sampai saat ini adalah:

35 53 25 I

Simpul yang memiliki cost terkecil adalah simpul 4, maka simpul 4 menjadi simpul-E .



* Simpul-simpul berikutnya yang dibangkitkan adalah simpul 6, 7, dan 8:

é6)=?  €(7)=? ¢&8)="?

e Akan dihitung nilai cost untuk simpul 6, 7, dan 8



5. Simpul 6; Lintasan di dalam graf: 1, 4, 2

B Kolom 2
(0 o o o o] "o oo oo o ool i © 0O 00 O
12 o 11 oo O @ o [11 o 0 o 11 oo 0 d6)=?  &7)=?  &@®)=?
0 3 o o« 2 0 low|oo o0 2 » w o o 2| =(C
o 3 12 o 0 0 lolwo o o 0 00 00 o
Baris 4
(11 0 0 oo oo 1110 | 0 o oo 11 © 0 o o

C(6)=C¢(4)+B(4,2)+r=25+3+0=28

6. Simpul 7; Lintasan di dalam graf: 1, 4, 3

B Kolom 3
(0 o o © | "o oo oo | oo oo (00 o o © o] (00 0 o oo o©)
12 o 11 « 0 0 || 0 12 o o o 0 1 o o o 0
0 3 oo o 2 » 0w 2|R,—2|® 1 o o 0|C-11 |0 1 w o 0] =C
o 3 12 o 0 sara |l 0 o0 0|0 w ® 0 0 0 o 0 0 00 0 o0
11 0 0 o oo 11 0 loo |0 o (11 0 oo oo o] 0 0 oo o oo

&(7)=¢é(4) +B(4,3)+r=25+12+13 =508
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7. Simpul 8; Lintasan di dalam graf: 1,4, 5

B
(0 o o oo o) [0 oo o ceT, (0 0 o o m]
12 oo 11 oo 0 12 o2 11 oo = 1 oo 0 o o
0 3 o o 2 0 3 o w|wo|R,-11[0 3 o o o |=C
o 3 12 o 0 o o2 o2 ol | ol oD o) o o) oD
110 0 w o (%0 0 o= » 0 0 » o

C(8)=¢(4)+B(45)+r=25+0+11=36
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* Pohon ruang status yang terbentuk hingga saat ini:

e Simpul hidup saat ini adalah 2, 3, 5, 6, 7, dan 8. Simpul hidup yang memiliki nilai
cost terkecil adalah simpul 6.

* Simpul 6 menjadi simpul-E dan akan diekspansi sebagai berikut di bawah ini.



B&B-TSP dgn Reduced Cost Matrix

8 8 8 8 8

8. Simpul 9; Lintasan: 1, 4, 2, 3

|R3_2 1
R, —11 |

é9)=(6)+ C(23)+r=28+11+13=52

8 8 8 8
8 8 8 8 8
8 8 8 8 8
8 8 8 8 8
8 8 © 8 8

1
O

8 8 8 (8] 8
8 8 8 (8] 8
8 8 8 (8] 8
8 8 N (8] 8

= 8@8 8

9. Simpul 10; Lintasan: 1,4, 2,5

=D

Simpul-simpul hidup: 2, 3,5, 7,8,9, 10
Simpul dengan cost terkecil: simpul 10
Simpul 10 menjadi simpul-E

8 8 8|8 8
S 8 8|8 8
8 8 8|8 8
8 8 88| 8

¢(10) =¢(6) +C(25)+r=284+0+0=28

(8) 8 =|8] 8

8 8 8 8 8
8 8 N o 8§

20




10. Simpul 11; Lintasan: 1, 4, 2, 5, 3

¢(11) = &(10) + D(5,3) + r =28+ 0+0=28

e Karena simpul 11 adalah simpul solusi, maka solusi
pertama ditemukan, yaitu 1, 4, 2, 5, 3, 1 dengan
panjang 28.

e Solusi ini merupakan solusi terbaik sampai sejauh ini
(the best solution so far).

W w0 || 0 © x,=2

0 0 || 0o ©

o o |o| o e ©
35 53

W w0 || 0 ©

0 0 || 0 ©

- = 21

2 X,=3
28 a o
50
3=3 X3=5
ORON
52
X,=3



B&B-TSP dgn Reduced Cost Matrix

m Simpul Hidup
1

4,5,2,3
4 6,5,2,8,7,3
10,5,2,8,7,9,3
10 11,5,2,8,7,9,3
11 daun

Semua simpul hidup yang nilainya lebih besar dari 28
dibunuh (B) karena tidak mungkin lagi menghasilkan
perjalanan dengan bobot < 28.

Karena tidak ada lagi simpul hidup di dalam pohon ruang
status, maka X = (1, 4, 2, 5, 3, 1) menjadi solusi persoalan
TSP di atas dengan bobot 28.
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Latihan

* (TSP) Diberikan sebuah graf lengkap dengan 4
simpul yang dinyatakan dengan matriks berbobot
sebagai berikut:

C =

e Simpul diberi nomor 1, 2, 3, dan 4. Jika tur dimulai
dari simpul 3, tentukan tur TSP dengan bobot
minimum (dari 3 kembali ke 3 melalui simpul yang
lain tepat sekali). Selesaikan persoalan ini dengan
algoritma branch and bound. Bound atau cost
dihitung dengan matriks ongkos tereduksi
(reduced cost matices). Tuliskan jawaban anda
dengan menggambarkan pohon ruang status
beserta nilai bound untuk setiap simpul, solusi
dalam bentuk vektor X dan total bobot.

© 8 w

D 00 & N
S N

~N 01 o &



Penyelesaian:

Pohon ruang status yang terbentuk:

16

16 Goal node

Solusi: X=1(3,4, 1, 2, 3), cost=16

24



Proses perhitungan hound untuk setiap simpul adalah sbb:

1.

~ v Oy §

Menghitung bound untuk simpul 1:

2 7 8|RI-2[w 0 5 6]
o 3 TIR2-3]3 o 0 4 2
Cl-1
8 oo 4|R3I—-4]1 4 o 0 0
6 9 w|RA-6/1 0 3 | |0
Jumlah semua pengurang=2+3+4+6+1=

(o)

S = 8 O

16 > c(1) = 16

L 8 = W

R o = o

=A

25



2. Menghitung bound untuk simpul 2 (bersesuaia ndengan sisi (3,1) pada graf):

Dari matriks A, ubah nilai pada baris ke-3 dan kolom ke-1 menjadi <, lalu ubah nilai A(1, 3) menjadi <o, lalu
reduksi lagi matriksnya

Jumlah semua pengurang=r=4
Nilai bound untuk simpul 2 2 ¢(2) =c(1) +A(3,1) +r=16+0+4 =20

16(1)
> 0 5 6] 0 5 6] 0 o 6 0 o 1 2\4
2~ 0 4 o 0 4 © 0 4|, fe e 0 Jl \,‘
0 4 o 00 co 0o 0o co oo oo 0o 0o 20(\ 28<"3’> ‘4 ) 16
B
0 0 3 0 3 0 3 o 0 3 /\

Goal node
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3. Menghitung bound untuk simpul 3 (bersesuaian dengan sisi (3,2) pada graf):

Dari matriks A, ubah nilai pada baris ke-3 dan kolom ke-2 menjadi e, lalu ubah nilai A(2, 3) menjadi <, lalu
reduksi lagi matriksnya

o 0 5 6] [0 0 5 6] [0 o 5 6] (00 0 0 1] 0 0 0 0]
2 o (0 4 2 oo (O 4 2 o o 4| RI-5]0 o o 2 0 oo oo
— — C4-1
0 0 3 o |0 o 3 o |0 o 3 oo [0 o 3 oo 0 o 3 oo
Jumlah semua pengurang =r=5+2+1 =8 (1)
16 4

Nilai bound untuk simpul 3 2 ¢(3) =c(1) + A(3,2)+r=16+4 +8=28 V‘\

1 2 4

< \ ~
20\ 2) 3 \/\4/) 16



4. Menghitung bound untuk simpul 4 (bersesuaian dengan sisi (3,4) pada graf):

Dari matriks A, ubah nilai pada baris ke-3 dan kolom ke-4 menjadi «, lalu ubah nilai A(4, 3) menjadi «, lalu
reduksi lagi matriksnya

xw 0 5 6 »w 0 5 o »n 0 5 o
2 xo 0 4 2 o 0 o 2 o 0 ow| | . Sy
—> — — tidak perlu direduksilagi =B
0 4 = 0 o o0 oD @ o0 00 o0 oD
0 0 3 o 0 0 3 o 0 0 o o 16( 1)
— — - — — - / —
Jumlah semua pengurang=r=0 1// 2 \ a
Nilai bound untuk simpul 4 2 ¢(4) =c(1) + A(3,4)+r=16+0 +0 =16 o A
(2) (3) (4)16
20 -~ 28™ /
3 B
1/ \
/ \2
16(>5 | 5 )
(/.’7"‘\\
\_/ 28

16 Goal node



5. Menghitung bound untuk simpul 5 (bersesuaian dengan sisi (4,1) pada graf):

Dari matriks B, ubah nilai pada baris ke-4 dan kolom ke-1 menjadi ==, lalu ubah nilai B(1, 3) menjadi =, lalu

reduksi lagi matriksnya

— — — tidak perlu direduksilagi = C

_0 0 o0 DO_ _DO o0 (o] DO_ _0 '0 oo DO_
Jumlah semua pengurang=r=0 D)
Nilai bound untuk simpul 5 2 ¢(5) =c(4) +B(4,1) +r=16+0 +0=16 - l\

1 2 4

‘ \\‘
w2  .(3) /4 ) 16
B B



6. Menghitung bound untuk simpul 6 (bersesuaian dengan sisi (4,2) pada graf):

Dari matriks B, ubah nilai pada baris ke-4 dan kolom ke-2 menjadi <o, lalu ubah nilai B(2, 3) menjadi oo, lalu
reduksi lagi matriksnya

- - =D
oo ©0 ©0 ©00 co oo 00 00 co oo oo o0 | R2—2|cc oo oo oo
0 (0 oo oo 0o o0 0o 0o oo ©o0 0o 00 0o ©0 0o 00 ( I\\
- - - - - - — - 16

Nilai bound untuk simpul 5 =2 ¢(5)=c(4) +B(4,1) +r=16+0 +7 =23

Jumlah semua pengurang=r=2+5=7 /V‘z\
O )

” ~

4 S\" /
(\_/ \\,/> 23
2J B
(7]

16
30
16 Goal node



7. Menghitung bound untuk simpul 7 (bersesuaian dengan sisi (1,2) pada graf):

Dari matriks D, ubah nilai pada baris ke-1 dan kolom ke-2 menjadi =, lalu reduksi lagi matriksnya

0 o 0w o0 oD oD

0 0w @ [0 @ 0 = o
— — tidak perlu direduksilag

v 0 o0 0 o0 0 o0 o

i) o0 o0 a0 o0 o oD v}

Jumlah semua pengurang =r=o0
Nilai bound untuk simpul 5 =2 ¢(7) =¢(5) +D(1,2)+r=16+0 +0=16 =2 |

m‘\; ¥ ,:
- - - § P \ 4
Bunuh semua simpul dengan bound > 16. Habis. v 4 .
1 _ | A (2 (3) (4)16
Solus1t X = (3. 4. 1. 2. 3) dengan total bobot = 16 20 g iy I\
1/
/ \\2
(s) 6)
16 \ ./ /23
X B
{’,v 7'\\

31
16 Goal node
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