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Abstract​—Permasalahan “Longest Increasing Subsequence”    
atau LIS adalah salah satu permasalahan klasik di bidang         
computer science​. Permasalahan LIS ini dapat diselesaikan       
dengan konsep ​Dynamic Programming​. Akan Tetapi, dengan       
penggunaan konsep ​dynamic programming ​saja, kompleksitas      
waktu untuk menyelesaikan permasalahan ini masih tinggi.       
Terdapat alternatif lain untuk menyelesaikan masalah ini dengan        
kompleksitas waktu yang lebih baik, yaitu dengan menggunakan        
bantuan struktur data ​segment tree ​yang merupakan struktur        
data dengan paradigma ​divide and conquer. ​Makalah ini akan         
membahas bagaimana permasalahan LIS tersebut diselesaikan      
dengan ​dynamic programming ​dan bantuan struktur data       
segment tree​. 

Keywords—component; Longest Increasing Subsequence, LIS,     
Dynamic programming, Segment tree, Divide and conquer,       
Struktur data.  

I. PENDAHULUAN 

Permasalahan ​Longest Increasing Subsequence​(LIS)    
adalah sebuah permasalahan klasik di bidang ​computer       
science. ​Permasalahan LIS ini berupa diberikan sekumpulan       
bilangan . Kemudian kita harus mencaria , a , ..., aa1, 2  3   n      
subsequence ​terpanjang ​yang dimana elemen-elemen yang       
dipilihnya harus selalu menaik. Subsequence yang dipilih       
tidak harus selalu berurutan dan unik. 

Untuk menyelesaikan permasalahan ini, kita dapat      
melakukan beberapa strategi penyelesaian masalah seperti      
bruteforce​. Akan tetapi, apabila kita hanya menggunakan       
bruteforce​, maka kompleksitas waktu yang didapatkan      
menjadi sangat mahal karena kita harus mencoba semua        
kemungkinan elemen yang diambil. Kompleksitas yang      
dihasilkan adalah (n )O 2  

Apabila kita coba lebih melihat permasalahan ini dengan        
seksama, maka sebenarnya kita dapat melakukan ​dynamic       
programming​. Akan tetapi dengan strategi penyelesaian      
dynamic programming, ​kompleksitas yang dihasilkan masih      

cukup mahal yaitu . Untuk nilai yang cukup besar,   (n )O 2    n    
maka program akan berjalan lambat. 

Apabila kita coba untuk menganalisis lebih jauh lagi, maka         
proses pencarian solusi dengan ​dynamic programming ​dapat       
dioptimasi lagi dengan sebuah struktur data ​segment tree​.        
Struktur data ​segment tree ​sendiri adalah sebuah struktur data         
yang mengaplikasikan ​binary tree​. Paradigma yang digunakan       
oleh ​segment tree ​sendiri adalah ​divide and conquer​.  

Pada makalah ini, penulis akan membahas mengenai       
permasalahan LIS, ​segment tree​, dan ​dynamic programming​,       
lalu bagaimana menyelesaikan permasalahan tersebut dengan      
menggunakan ketiga konsep tersebut. 

II. TEORI DASAR 
A. Permasalahan ​Longest Increasing Subsequence ​(LIS) 

Permasalahan ​longest increasing subsequence ​atau biasa      
disingkat LIS adalah salah satu contoh permasalahan klasik        
yang ada di ​computer science​. Permasalahan yang harus        
diselesaikan adalah mencari ​subsequence ​terpanjang dari      
sekumpulan barisan bilangan dimana bilangan-bilangan yang      
dipilih harus selalu menaik. Perlu diketahui juga bahwa        
bilangan-bilangan yang dipilih tidak harus selalu berurutan.       
Permasalahan mencari ​longest increasing subsequence ​(LIS)      
dipelajari dalam banyak multidisiplin ilmu seperti ​random       
matrix theory, representation theory, ​dan fisika. 

Contoh permasalahan mencari LIS adalah sebagai berikut:       
Misalkan diberikan 16 barisan bilangan [​1, 9, 5, 13, 3, 11, 7,            
15, 2, 10, 6, 14, 4, 12, 8, 16]. Maka LIS dari barisan bilangan              
tersebut adalah [1, 3, 7, 10, 12, 16]. Panjang dari ​subsequence           
ini adalah 6. Perlu diingat juga bahwa LIS dari suatu barisan           
bilangan bisa saja tidak unik, sebagaimana untuk contoh ini,         
kita akan menemukan juga bahwa [1, 5, 7, 10, 12, 16] atau [1,             
5, 7, 10, 14, 16] adalah LIS dari barisan bilangan tersebut.  

Pada permasalahan ini kita akan membatasi bahwa barisan        
bilangan hanya memuat bilangan-bilangan bulat positif. 
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B. Dynamic Programming 
Dynamic Programming ​atau program dinamis adalah      

sebuah metode penyelesaian suatu masalah dengan cara       
menguraikan solusi permasalahan menjadi beberapa tahapan      
sedemikian sehingga solusi dari persoalan dapat dipandang       
dari serangkaian keputusan yang saling berkaitan.  

Suatu permasalahan dapat diselesaikan dengan paradigma      
dynamic programming apabila memiliki kriteria sebagai      
berikut: 

1. Terdapat sejumlah berhingga pilihan yang mungkin 
2. Solusi pada setiap tahap yang dibangun dari hasil        

solusi tahap sebelumnya. 
3. Kita menggunakan persyaratan optimasi dan kendala      

untuk membatasi sejumlah pilihan yang harus      
dipertimbangkan pada suatu tahap. 

Pada dasarnya paradigma penyelesaian masalah dengan      
dynamic programming ​tidak terlalu jauh berbeda. Cara       
menyelesaikan masalah dengan metode ini sama-sama      
membentuk solusi secara bertahap. Hanya saja, perbedaan dari        
kedua paradigma ini adalah dari letak pengambilan       
keputusannya. Dengan penyelesaian ​greedy, ​maka solusi yang       
diambil adalah solusi yang pada saat itu menghasilkan solusi         
optimal dengan berharap solusi global juga akan menjadi        
optimal. Sementara itu, dengan penyelesaian ​dynamic      
programming​, maka solusi yang diambil adalah solusi yang        
menghasilkan solusi optimal tanpa harus mengambil solusi       
optimal pada saat tertentu.  

Pada kebanyakan persoalan, algoritma greedy tidak dapat       
memberikan solusi yang optimal. Hal ini dikarenakan pada        
algoritma greedy, pengambilan keputusan pada setiap langkah       
tidak pernah mempertimbangkan lebih jauh apakah pilihan       
tersebut pada langkah-langkah selanjutnya merupakan pilihan      
yang juga menghasilkan solusi yang optimal. Dari sejumlah        
pilihan yang ada, tidak akan pernah diketahui pilihan mana         
yang terbaik hingga menuju proses yang lebih jauh ke depan. 

Strategi penyelesaian masalah lain yang mirip dengan         
dynamic programming ​adalah ​bruteforce​. Persamaan diantara      
keduanya adalah sama-sama untuk mencoba semua solusi       
yang dapat dicoba pada saat tertentu, hanya terdapat        
perbedaan yang sangat berpengaruh, yaitu ​bruteforce ​tidak       
pernah menyimpan hasil pencarian. Sementara ​dynamic      
programming ​akan selalu menyimpan hasil pencarian.      
Perbedaan inilah yang menjadi pembeda mengapa algoritma       
dengan ​dynamic programming ​jauh lebih cepat dibanding       
dengan ​bruteforce.  

Karakteristik yang lebih mendetail mengenai persoalan      
dynamic programming ​adalah 

1. Persoalan dapat dibagi menjadi beberapa tahap      
(stage), yang pada setiap tahap hanya diambil satu        
keputusan. 

2. Masing-masing tahap terdiri dari sejumlah status      
(state) yang berhubungan dengan tahap tersebut.      

Secara umum, status merupakan bermacam     
kemungkinan masukan yang ada pada tahap tersebut. 

3. Hasil dari keputusan yang diambil pada setiap tahap        
ditransformasikan dari status yang bersangkutan ke      
status berikutnya pada tahap berikutnya. 

4. Ongkos (cost) pada suatu tahap meningkat secara       
teratur (steadily) dengan bertambahnya jumlah     
tahapan 

5. Ongkos pada suatu tahap bergantung pada ongkos       
tahap-tahap yang sudah berjalan dan ongkos pada       
tahap tersebut. 

6. Keputusan terbaik pada suatu tahap bersifat      
independen terhadap keputusan yang dilakukan pada      
tahap sebelumnya. 

7. Adanya hubungan rekursif yang mengidentifikasikan     
keputusan terbaik untuk setiap status pada tahap k        
memberikan keputusan terbaik untuk setiap status      
pada tahap k + 1.  

8. Prinsip optimalitas berlaku pada persoalan tersebut. 
 

Dynamic programming ​memiliki dua pendekatan, yaitu      
dynamic programming ​maju (​forward/up-down​) dan ​dynamic      
programming ​mundur(​backward ​atau ​bottom-up​). 

Misalkan menyatakan peubah   , x , x , ...., xx1  2  3   n   
keputusan yang harus dibuat untuk masing-masing tahap 1, 2,         
3, …, n. Maka 

1. Dynamic programming ​maju akan bergerak mulai      
dari tahap 1, terus maju untuk tahap ke 2, 3, dan           
seterusnya sampai tahap ke n.  

2. Dynamic programming mundur mulai dari tahap n,       
terus mundur ke tahap n – 1, n – 2, dan seterusnya            
sampai tahap 1.  

Dynamic ​programming ​memiliki prinsip optimalitas, yakni: 
1. Dynamic programming ​maju 

cost ​pada tahap = (​cost ​yang dihasilkan pada   k + 1       
tahap ) + ​cost ​dari tahap ke tahap , untuk k      k   k + 1   

, 2, ..., nk = 1    − 1  
2. Dynamic programming ​mundur 

cost ​pada tahap ​k ​= (​cost ​yang dihasilkan pada tahap          
k+1​) + ​cost ​dari tahap (​k+1​) ke tahap ​k​. Untuk ​k = n,             
n-1, n-2, …, 1 

Untuk menyelesaikan persoalan dengan strategi ​dynamic      
programming​, maka kita dapat melakukan langkah-langkah      
berikut ini: 

1. Karakteristikkan struktur solusi optimal. 
2. Definisikan secara rekursif nilai solusi optimal. 
3. Hitung nilai solusi optimal secara maju atau mundur. 
4. Konstruksi solusi optimal 

Satu hal yang harus diingat pada ​dynamic programming        
adalah sejatinya ia adalah suatu penyelesaian dengan       
bruteforce​/​exhaustive ​search​. Akan tetapi, nilai hasil      
pencariannya akan selalu disimpan. Sehingga kita tidak perlu        
melakukan pencarian berkali-kali. 
 

C. Algoritma ​Divide and conquer 
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Algoritma ​divide and conquer ​adalah suatu algoritma       
penyelesaian masalah selain ​bruteforce, greedy, ​dan ​dynamic       
programming​. ​Divide and conquer ​adalah suatu penyelesaian       
masalah dengan membagi masalah tersebut menjadi beberapa       
sub-masalah yang lebih kecil. Lalu masing-masing dari       
sub-masalah tersebut dicari solusi nya dan kemudian       
digabungkan lagi untuk mendapatkan solusi seperti      
permasalahan awal. Metode penyelesaian masalah dengan      
divide and conquer ​umumnya memiliki kompleksitas yang       
lebih baik dibanding dengan ​bruteforce/exhaustive search. 

Lebih spesifik lagi, algoritma ​divide and conquer ​adalah        
suatu algoritma, yang terdiri dari beberapa langkah, yaitu: 

1. Divide 
Membagi persoalan menjadi beberapa sub-masalah     
yang memiliki kemiripan dengan persoalan semula      
namun berukuran lebih kecil (idealnya berukuran      
hampir sama) 

2. Conquer 
memecahkan (menyelesaikan) masing-masing   
sub-masalah yang secara rekursif. 

3. Combine 
Menggabungkan solusi masing-masing sub-masalah    
sehingga membentuk solusi persoalan semula. 

 
Gambar 1. Ilustrasi ​Divide and Conquer. ​Sumber:  

Slide Kuliah “Algoritma ​Divide and Conquer”, ​Rinaldi 
Munir​. 

Objek persoalan yang dibagi pada permasalahan ​divide and        
conquer ​biasanya berupa masukan ​instance ​persoalan yang       
berukuran ​n ​seperti: 

1. Tabel 
2. Matriks 
3. Eksponen 
4. Lain-lain  yang bergantung pada persoalannya 

Salah satu syarat suatu permasalahan dapat diselesaikan       
dengan ​divide and conquer ​adalah permasalahan tersebut       

dapat dibagi menjadi beberapa sub-masalah yang memiliki       
karakteristik yang sama.  
 

D. Struktur Data Tree 
Struktur data tree adalah sebuah struktur data non-linier        

yang menggambarkan hubungan hierarkis (​one to many       
relationship) antara elemen-elemen. Tree bisa digambarkan      
menjadi sekumpulan simpul dengan satu elemen simpul       
disebut ​root ​lalu simpul lainnya terbagi menjadi beberapa        
himpunan-himpunan yang tak saling berhubungan. 

Beberapa istilah dalam struktur data ​tree ​adalah sebagai        
berikut: 

1. Simpul  
Simpul atau biasa juga disebut ​node ​adalah sebuah        
elemen pada struktur data tree yang biasanya       
menyimpan suatu informasi yang diperlukan.     
Umumnya penggambaran simpul ​ini adalah dengan      
lingkaran. 

2. Root  
Root atau akar adalah sebuah simpul yang ada pada         
struktur data tree dan letaknya ada di hierarki paling         
atas.  

3. Size 
Size adalah banyaknya simpul yang ada pada suatu        
tree. 

4. Height 
Height ​adalah banyaknya tingkatan dalam suatu tree 

5. Predecessor 
Predecessor ​adalah suatu istilah yang menyatakan      
simpul yang berada satu level di atas suatu simpul. 

6. Successor 
Successor ​adalah suatu istilah yang menyatakan      
simpul yang berada satu level di bawah suatu simpul 

7. Ancestor 
Seluruh ​simpul yang terletak sebelum simpul tertentu       
dan terletak pada jalur yang sama 

8. Descendant 
Descendant ​adalah seluruh simpul yang terletak      
sesudah simpul tertentu dan terletak pada jalur yang        
sama. 

9. Parent 
Predecessor ​satu level di atas suatu simpul. 

10. Child 
Successor ​satu level di bawah suatu simpul. 

11. Sibling 
Simpul-simpul yang memiliki parent yang sama      
dengan suatu simpul 

12. Subtree 
Bagian dari tree yang berupa suatu simpul beserta        
descendantnya dan memiliki semua karakteristik dari      
tree tersebut 

13. Leaf 
Leaf ​adalah semua simpul yang tidak memiliki ​child​. 

14. Degree 
Degree ​adalah banyaknya ​child ​dari sebuah simpul. 

Makalah IF2211 Strategi Algoritma, Semester II Tahun 2018/2019 
 



 

 
 
  

 
 Gambar 2. Ilustrasi Struktur Data Tree. 
Sumber:https://codepumpkin.com/ 

 
Umumnya tree akan dibagi menjadi dua macam, yaitu:  

1. General Tree 
Sebuah tree biasa yang tidak memiliki batasan 
apapun. 

2. Binary Tree 
Binary tree adalah sebuah tree dimana setiap simpul 
yang bukan merupakan ​leaf ​akan memiliki maksimal 
child ​sebanyak dua buah. 

 
Gambar 3. Ilustrasi Binary Tree 

Sumber : https://www.researchgate.net 
 

E. Teorema Master 
Dalam menghitung kompleksitas waktu suatu algoritma      

yang berjalan dengan konsep divide and conquer, teorema        
master dapat digunakan untuk mempermudah perhitungan.      
Teorema master memberikan hubungan antara bentuk      
rekurens suatu kompleksitas dengan kompleksitas waktu      
asimptotik. Dengan menggunakan teorema master, hanya      
dengan mengetahui bentuk rekurens dari 𝑇(𝑁) saja, nilai        
Big-O dapat ditentukan dengan mudah. 

Teorema master mengacu pada bentuk rekurens: 
(n) aT ( ) nT =  b

n + c d  
Nilai menyatakan banyaknya submasalah hasil dari a       

pemecahan masalah utama. 𝑁 merupakan ukuran dari masalah        

utama. Sehingga adalah ukuran submasalah hasil  b
N     

pemecahan masalah utama. Sedangkan adalah    nc d  
merepresentasikan komputasi yang diperlukan diluar dari      
fungsi rekursif.  

Nilai Big-O yang dihasilkan oleh teorema master akan        
bergantung kepada nilai a, b, dan f(n) ekspresi rekurens         
kompleksitas waktu. Terdapat 3 kasus dalam menentukan nilai        
Big-O, yakni: 

1. , jika (n) O(n )T =  d  ba <  d  
2. , jika (n) O(n  log n)T =  d  ba =  d  
3. , jika (n) O(n )T =  log ab  ba >  d  

 
F. Struktur Data ​Segment Tree 

Segment Tree ​adalah sebuah struktur data yang berbentuk        
binary tree yang digunakan untuk menyimpan suatu interval        
atau ​segment​. Setiap simpul yang ada pada ​binary ​tersebut         
akan menyimpan suatu informasi tertentu untuk suatu interval. 

Misalkan kita memiliki sebuah tree T dan array A[1:N],         
maka struktur data ​segment tree ​yang dimaksud akan        
menyimpan: 

1. Root ​dari T akan merepresentasikan informasi yang       
dicakup oleh array A[1:N] 

2. Setiap ​leaf ​dari T akan merepresentasikan elemen       
tunggal A[i] untuk setiap   i 1 ≤  ≤ N  

3. Setiap simpul selain ​root ​dan ​leaf ​akan       
merepresentasikan gabungan dari interval A[i:j]     
sedemikian sehingga   j 0 ≤ i <   

Proses kerja dari struktur data ​segment tree ​adalah membagi         
rentang-rentang terus menerus hingga tidak dapat dibagi lagi.        
Kemudian informasi untuk setiap simpul akan digabungkan.       
Oleh karena itu, prinsip dari struktur data ​segment tree         
mengikuti paradigma ​divide and conquer​. 

Lebih rinci, proses kerja dari struktur data ​segment tree         
terhadap suatu array A[1:N] adalah sebagai berikut: 

1. Root ​dari tree yang merepresentasikan ​segment tree       
tersebut akan mencakup seluruh informasi yang ada       
pada array A. Alias mencakup seluruh rentang dari 1         
hingga N 

2. Apabila suatu rentang hanya terdiri dari 1 elemen        
tunggal, maka simpul pada tree tersebut hanya       
mencakup informasi dari array berindeks rentang      
tersebut. 

3. Apabila suatu rentang terdiri dari 2 elemen atau lebih         
(l, r), maka kita definisikan nilai median dari dua         
rentang tersebut ( . Selanjutnya   m =  l ) div 2) ( + r   
kita akan membagi rentang tersebut menjadi rentang       
kiri dan kanan, sedemikian sehingga rentang kiri akan        
menyimpan informasi untuk A[l:m] dan rentang kiri       
akan menyimpan informasi untuk A[m+1:r] 

4. Lakukan proses rekursif untuk masing-masing     
rentang kiri dan rentang kanan. 

5. Gabungkan kembali hasil proses rekursif rentang kiri       
dan rentang kanan untuk mendapatkan informasi dari       
rentang semua (l, r) 
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Struktur data ​segment tree ​biasanya digunakan ketika kita        
memerlukan pemrosesan ​update ​dan ​query ​secara cepat.       
Adapun maksudnya ​update ​adalah meng​update ​suatu elemen       
array yang kemudian akan mengubah struktur data ​segment        
tree ​tersebut lalu ​query ​adalah operasi untuk mendapatkan        
suatu informasi tertentu untuk rentang tertentu. 

Salah satu pengaplikasian ​segment tree ​adalah pada       
persoalan klasik ​range minimum query. ​Dimana kita memiliki        
sebuah array A[1:N] dengan batasan . Lalu      000001 ≤ N ≤ 1   
kita memiliki Q buah ​query dengan batasan         000001 ≤ Q ≤ 1
. Untuk setiap ​query​, kita harus menentukan berapa elemen         
terkecil yang ada pada array berindeks  hingga .l r   

Secara sekilas permasalahan ini mudah diselesaikan dengan       
bruteforce​. Akan tetapi kompleksitas waktu dengan solusi       
bruteforce adalah O( . Untuk mencapai 100000, maka  )n2   n     
algoritma akan berjalan sangat lambat.  

Salah satu solusi untuk menyelesaikan permasalahan ini       
adalah dengan menggunakan ​segment tree​, dimana setiap       
simpul pada ​tree ​akan berisi nilai terkecil dari rentang yang          
dia simpan. Dengan menggunakan solusi ​segment tree ​seperti        
ini, pencarian solusi akan lebih efektif. Kompleksitas yang        
dihasilkannya adalah .(n log n)O   

Contoh ​instance permasalahan ​Range minimum query ​untuk       
array yang berukuran 5 dan nilainya [10, 1, 4, 19, 2]. Dengan            
menggunakan struktur data ​segment tree​, maka kita akan        
memiliki informasi ​tree ​ sebagai berikut: 
 
 

 
Gambar 4. Ilustrasi ​Segment Tree 

Sumber : Dokumentasi Pribadi 
 

Nilai min[i..j] pada setiap simpul melambangkan nilai       
minimal dari array yang berindeks i hingga j. Perhatikan         
bahwa apabila kita sudah memiliki informasi seperti yang ada         
pada ​tree​, maka apabila kita menginginkan ​query ​nilai        
minimal dari indeks ke 1 hingga ke 4, kita tidak memerlukan           

iterasi satu per satu sebanyak 4 kali, melainkan cukup dengan          
mengetahui nilai dari simpul 2 (min[1..3]) dan simpul        
6(min[4..4]) lalu membandingkannya. Untuk ​array ​dengan      
ukuran yang besar, maka proses dengan menggunakan       
segment tree ​akan terasa jauh lebih cepat dibanding dengan         
bruteforce.  

Misalkan kita menginginkan proses ​update suatu nilai       
elemen ​array​, maka kita hanya perlu meng​update ​beberapa        
simpul saja. Sebagai contoh apabila kita meng​update ​elemen        
array kedua dengan nilai 7, maka yang kita perlukan adalah          
meng​update ​nilai min[i..j] pada simpul 1, 2, 4, 9. Sehingga          
segment tree ​yang kita miliki akan menjadi 

 
Gambar 4. ​Segment Tree ​Setelah ​update 

Sumber : Dokumentasi Pribadi 
 

Perhatikan bahwa proses untuk membuat ​tree ​tersebut akan        
berlangsung secara linier ( ), karena kita akan mencoba   (n)O      
membuat simpul untuk setiap elemen pada ​array ​dan        
menggabungkannya.  

Sementara itu, untuk proses ​query ​dan ​update​, proses akan         
berjalan dalam waktu yang cepat yaitu sekitar . Dimana       og nl   

adalah banyak elemen pada ​array. Hal ini terjadi karenan           
pada setiap saat kita hanya ingin memproses rentang yang         
masih diperlukan saja dan membuang rentang yang sudah        
tidak diperlukan.  

III. PEMBAHASAN 
Seperti yang sudah dijelaskan sebelumnya, LIS atau       

longest increasing subsequence ​adalah suatu permasalahan      
dimana kita harus mencari ​subsequence ​terpanjang dari sebuah        
sequence sedemikian sehingga bilangan-bilangan yang dipilih      
pada ​sequence ​harus selalu menaik. Pada makalah ini        
persoalan dibatasi untuk ​sequence yang berisi bilangan bulat        
positif.  

Salah satu solusi untuk menyelesaikan permasalahan ini       
adalah dengan menggunakan ​bruteforce atau ​exhaustive      
search​. Solusi dengan menggunakan ​bruteforce ​atau      
exhaustive search ​akan memiliki kompleksitas dimana     (2 )O n   
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untuk setiap elemen kita akan coba untuk diambil atau tidak          
diambil. Solusi dengan ​bruteforce ​ini jelaslah sangat lambat. 

Solusi lain yang bisa digunakan untuk menyelesaikan       
permasalah ini adalah dengan menggunakan ​dynamic      
programming​. Pendekatan ​dynamic programming ​yang     
dilakukan adalah dengan melakukan ​dynamic programming      
maju. Misalkan kita mempunyai fungsi yang     p(i)d   
menyatakan panjang maksimal dari LIS apabila kita       
mengambil ​sequence ​ke-i sebagai elemen terakhir yang       
diambil. maka dengan konsep ​dynamic programming​, kita       
akan mendapatkan bahwa nilai dari     p(i) max(dp(j) ))d =  + 1  
untuk setiap dan dengan   ij <    equence[j] sequence[i]s <    
nilai karena ​sequence ​dengan satu elemen pasti p(1) 1d =         
memiliki LIS dengan panjang 1. LIS terpanjang yang bisa kita          
dapatkan adalah nilai maksimal dari seluruh dp(i) yang ada         
untuk setiap i dari 1 sampai n, dimana n adalah banyak           
sequence​. 

Sebagai contoh, kita memiliki ​sequence ​[5, 1, 9, 2]. Maka          
proses pencarian ​dynamic programming ​akan melalui      
langkah-langkah berikut ini: 

1. i = 1. Ini merupakan ​base case ​dari persoalan, oleh          
karena itu dp(1) = 1 

2. i = 2. Kita coba untuk setiap , lalu mencari        ij <     
dp(j) yang paling maksimal dengan     

. Akan tetapi tidak adaequence[j] sequence[i]s <       
sequence ​yang lebih kecil dari 1. Sehingga nilai dp(2)         
= 1 

3. i = 3. Kita coba untuk setiap , lalu mencari        ij <     
dp(j) yang paling maksimal dengan     

. Ditemukan bahwa nilaiequence[j] sequence[i]s <      
j yang memenuhi adalah 1 atau 2. Sehingga nilai         
dp(3) = dp(1) + 1 = 2 

4. i = 4. Kita coba untuk setiap , lalu mencari        ij <     
dp(j) yang paling maksimal dengan     

.Ditemukan bahwa nilai jequence[j] sequence[i]s <      
yang memenuhi adalah 2. Sehingga nilai dp(4) =        
dp(2) + 1 = 2  

Nilai maksimal dari seluruh nilai dp(i) untuk i dari 1          
sampai 4 adalah 2, oleh karena LIS yang kita dapatkan          
memiliki panjang 2, yaitu [5, 9] atau [1,9] atau [1,2]. 

Solusi dengan menggunakan ​dynamic programming     
seperti contoh di atas akan memiliki kompleksitas . Hal       (n )O 2   
ini dikarenakan untuk setiap [1..n] kita harus melakukan    i     
pencarian sebanyak (i-1), sehingga proses yang kita perlukan        
adalah = , Untuk yang ..  0 + 1 + 2 + . + n − 1 = 2

(n−1)n   (n )O 2   n   
besar, proses pencarian solusi dengan cara ini akan berjalan         
cukup lambat. 

Perhatikan bahwa, solusi dengan ​dynamic programming      
seperti ini bisa kita optimasi lagi dengan menggunakan        
bantuan struktur data ​segment tree​. Permasalahan yang       
membuat cara sebelumnya berjalan lambat adalah mencari       

nilai dp(j) maksimal dimana .    equence[j] sequence[i]s <   
Apabila kita analisis, ternyata permasalahan ini sebenarnya       
bisa kita modelkan menjadi, mencari elemen terbesar yang ada         
pada suatu ​array ​dengan indeks [1: . Oleh     equence[i] ]s − 1   
karena itu kita bisa menggunakan bantuan struktur data        
segment tree ​agar proses menjadi lebih cepat.Adapun setiap        
simpul yang ada pada ​Segment Tree ​yang digunakan untuk         
persoalan ini akan menyimpan informasi indeks berisi elemen        
maksimal untuk suatu rentang tertentu. 

Sehingga solusi kombinasi dari ​dynamic programming ​dan       
bantuan struktur data ​segment tree ​adalah sebagai berikut: 

1. Kita memiliki sebuah fungsi dp(i) yang menyatakan       
panjang maksimal dari LIS apabila kita mengambil       
sequence ke-i sebagai elemen terakhir yang diambil. 

2. Kita siapkan sebuah ​array ​arr, dimana arr[i] akan        
berisi informasi LIS terpanjang dengan akhiran      
bilangan i.  

3. Siapkan sebuah ​array ​parent, dimana nilai dari       
parent​[i] adalah indeks terakhir dari ​sequence ​yang       
dipilih sebelum ​sequence ​dengan indeks-ke i dipilih. 

4. Base case ​untuk persoalan ini adalah saat i = 1. Nilai           
dari dp(i) adalah 1. Karena sequence dengan panjang        
1 pasti memiliki LIS dengan panjang 1. Lakukan        
update​ nilai arr[1] dengan 1 

5. Untuk setiap i dari 2 sampai n, dimana n adalah          
panjang ​sequence​, maka kita akan mencari nilai       
maksimal dari arr dengan indeks 1 sampai       
sequence​[i]​-1​. Jika tidak ditemukan nilai     
maksimalnya, maka dp(i) akan bernilai 1. Jika       
ditemukan maka nilai dp(i) akan menjadi nilai dari        
arr[​query(1, sequence[i]-1​)] + 1. Fungsi ​query ​adalah       
fungsi yang diimplementasikan oleh ​segment tree      
yang menghasilkan indeks dimana nilai maksimal arr       
dari indeks 1 hingga ​sequence[i]-1 ada pada indeks        
tersebut. Selain itu, kita juga mengubah ​parent[i]        
menjadi indeks terakhir dari bilangan yang dipilih       
sebelum bilangan (​sequence​[i]) dipilih . Lalu      
Lakukan ​update ​nilai arr[sequence[i]] dengan dp(i).      
Proses ​update ​akan dilakukan oleh ​segment tree​. 

6. LIS pada ​sequence ​ini dapat kita cari dengan mencari         
nilai maksimal untuk setiap dp(i) dari 1 hingga n. 

7. Untuk mengeluarkan bilangan apa saja yang dipilih       
pada ​sequence​, maka kita cukup untuk melakukan       
iterasi lewat ​array ​parent sudah diproses. 

Dengan menggunakan solusi ini, maka untuk setiap i dari 1          
hingga n, dimana n adalah panjang ​sequence​, maka kita akan          
melakukan operasi ​query ​dan ​operasi ​update yang dilakukan        
oleh ​segment tree​. Seperti yang sudah dijelaskan sebelumnya,        
operasi dengan ​query ​atau ​update ​pada ​segment tree ​akan         
berjalan dalam waktu ​log n​. Sehingga kompleksitas solusi        
untuk permasalahan ini menjadi .(n log n)O  

Contoh penerapan: 
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Misalkan terdapat ​sequence ​dengan panjang 6, [6, 1, 2, 9,          
3, 10]. Maka penyelesaian dengan ​dynamic programming ​dan        
segment tree ​akan melalui langkah-langkah berikut ini: 

1. i = 1, maka dp(1) = 1. Lalu nilai arr[6] menjadi 1.            
Ubah nilai parent[1] menjadi 1. 

2. i = 2, lakukan ​query(1, 0)​, yaitu mencari nilai arr          
maksimal yang berindeks 1 sampai 0. Karena tidak        
ada nilai arr yang memenuhi maka nilai dp(2)        
menjadi 1. update nilai arr[1] menjadi 1. Ubah nilai         
parent[2] menjadi 2 

3. i = 3, lakukan ​query​(1, 1), yaitu mencari nilai arr          
maksimal yang berindeks 1 sampai 1. Maka akan        
didapat nilainya yaitu 1(arr[1]). sehingga nilai dari       
dp(3) = 2. update nilai arr[2] menjadi 2. ubah nilai          
parent[3] menjadi 2. 

4. i = 4, lakukan query(1, 8), yaitu mencari nilai arr          
maksimal yang berindeks 1 sampai 8. Maka akan        
didapatkan nilainya yaitu 2 (arr[2]). Sehingga nilai       
dari dp(4) = 3. Update nilai arr[9] menjadi 3. Ubah          
parent[4] menjadi 3. 

5. i = 5, lakukan query(1, 2), yaitu mencari nilai arr          
maksimal yang berindeks 1 sampai 2. Maka akan        
didapatkan nilainya yaitu 2 (arr[2]). Sehingga nilai       
dari dp(5) = 3. Update nilai arr[3] menjadi 3. Ubah          
parent[5] menjadi 3. 

6. i = 6, lakukan query(1, 9), yaitu mencari nilai arr          
maksimal yang berindeks 1 sampai 9. Maka akan        
didapatkan nilai yaitu 3 (arr[9]). Sehingga nilai dari        
dp(6) = 4. Update nilai arr[10] = 4. Ubah parent[6] =           
4. 

Nilai maksimal dp(i) untuk i dari 1 sampai 6 adalah 4,           
maka LIS dari ​sequence ​tersebut memiliki panjang 4.        
Bilangan-bilangan yang diambil adalah [1, 2, 9, 10].  

Berikut adalah hasil eksperimen yang telah dilakukan oleh        
penulis dengan 5 buah kasus uji. Kasus uji yang ditampilkan          
adalah sebagian hasil saja karena hasil yang sebenarnya terlalu         
banyak untuk ditampilkan. 

1. Kasus uji 1 

Sequence​ = [30, 1, 4, 6, 5, 200] 

 

2. Kasus uji 2 

Sequence ​ = [20, 1, 3, 5, 6, 3, 7, 9, 100,200]  

 

3. Kasus uji 3 

Sequence ​di random dengan menggunakan 1000      
bilangan.  

 

4. Kasus Uji-4 

Sequence ​yang digunakan adalah bilangan-bilangan     
terurut dari 1 hingga 10000. 

 

 

 

5. Kasus uji-5 

Sequence ​yang digunakan adalah bilangan ​random      
dari 1 hingga 100000. 

 

 

 

KESIMPULAN 

Permasalahan ​longest increasing subsequence ​atau biasa      
disingkat LIS adalah salah satu contoh permasalahan klasik        
yang ada di ​computer science​. Permasalahan yang harus        
diselesaikan adalah mencari ​subsequence ​terpanjang dari      
sekumpulan barisan bilangan dimana bilangan-bilangan yang      
dipilih harus selalu menaik. Perlu diketahui juga bahwa        
bilangan-bilangan yang dipilih tidak harus selalu berurutan.       
Permasalahan mencari ​longest increasing subsequence ​(LIS)      
dipelajari dalam banyak multidisiplin ilmu seperti ​random       
matrix theory, representation theory, ​dan fisika. 
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Solusi untuk penyelesaian permasalahan LIS untuk saat       
yang ini yang paling efisien adalah dengan menggunakan        
dynamic programming​. Solusi yang dihasilkan akan memiliki       
kompleksitas .(n )O 2  

Solusi dengan ​dynamic programming ​ini dapat dioptimasi       
lagi dengan bantuan struktur data ​segment tree yang        
merupakan struktur data yang mengaplikasikan paradigma      
divide and conquer​. Dengan menggunakan ​dynamic      
programming ​dan struktur data ​segment tree​, maka       
permasalahan ​longest increasing subsequence ​(LIS) dapat      
diselesaikan dengan kompleksitas waktu Sejauh    (n log n).O   
ini, kompleksitas merupakan kompleksitas terbaik  (n log n)O     
untuk menyelesaikan permasalahan ini. 
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